Podstawowe pojecia kombinatoryczne

Permutacje zbioru

Weimy dowolny zbior skonezony. Na przykiad zbior oséb {Ania, Basia, Ela, Kasia}. Osoby te mozna rozmaicie
poustawiac¢ w kolegke. Oto kilka przykladow taldego ustawiania.
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Nie sa to oczywiscle wszystkie mozliwoscl. Kazde z tych ustawien nazwiemy permutacja.

Mowiae Scisle, permutacja zbioru 7 -elementowego nazywamy kazdy ciag 7 -elementowy o réznyeh wyrazach

nalezacych do tego zbioru.

Bierzemy wiec wszystkie elementy jalkiegos zbioru 1 ustawiamy je w rozny sposdb w ciagi. Kazde takie ustawienie to
permutacja.

Ile jest wszystkich permutacii, jesli przestawiamy 1 elementéw? Oznaczmy liczbe wszystkich permutacii zbioru 1
-elementowego przez F . Witedy

P, =n!

Co to jest symbol 11? Czyta sie to 7 silnia. A okreélenie jest takie: silnia liczby naturalnej 7 jest to po prostu iloezyn
kolejnych liczb naturalnyeh od 1 do wlasnie 7. Definicje te uzupelniamy o umowe ile wynosi zero silnia. Umawilamy sie,
ze zero silnia to 1.

n!=1.23- .. :(n-1)n

ol=1

Wazina wlasnosecia silni jest:

M+ = (n+1)-n!



Zauwazmy, ze silnia jest funkeja bardzo szvbko rosnaca. Znaczy to, ze wraz ze wzrostem liczebnosel zbioru bardzo

szybko rosnie liczba ustawien jego elementow. Popatrzmy na tabelke.
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Kombinacje k -elementowe ze zbioru n elementow?

Najprzdd powiedzmy sobie co to sa te kombinacje. Zaldzmy, ze mamy grupe osdb. Na przykiad 10. Cheemy z nich wybraé
delegacje, powiedzmy, trzyvosobowa. Wybordw takich jest duzo. W odrdznieniu od permutaciji, bierzemy tylko czesé
elementow zbioru 1 nie ustawiamy ich w ciag. Jest to wiee wybor pewnego podzbioru z danego zbioru. Kazdy taki
podzbiér wybrany ze zbioru nazywamy kombinacja. Zatem

Kombinacja % -elementowa ze zbioru 7 -elementowego to podzbidr & elementow (}; = ﬂ;l wybranych ze zbioru 7

elementow.

Ile jest wszystkich kombinacji? Jesli sposrdd M elementdw wybieramy k| to liczbe kombinaciji bedziemy oznaczaé przez
Ck.
7 n!

ch=(})=mnr

n!

Symbol (E) = En—k) zwany jest symbolem Newtona.



Przyklad

Ile jest dwuelementowych podzbiordw ze zbioru trzyvelementowego? Najpierw zrébmy to na obrazlu, a potem
zastosujmy wzor. Zobaczymy czy sie zgadza.

To oczywiscle nie jest zaden dowdad.

Oto caly zbior
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A oto jego wszystkie dwuelementowe podzbiory.
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Jak widaé jest ich 3. Teraz to obliczmy.




Wariacje bez powtorzen.

Znow zalozmy, ze mamy grupe osob. Wybieramy z nich delegacje, powiedzmy, trzyvosobowa. Ale tym razem pierwsza
osoba bedzie przewodniczacym delegacji, druga zastepca przewodniczacego, a trzecia zwylklym czlonkiem. Mamy wiec
pewna kolejnosé, hierarchie wéréd wybranyeh oséb.

Albo inaczej. Mamy 10 cyfr. Wybieramy z nich eztery 1 ustawiamy w jakiejs kolejnosci. Otreymujemy czterocyfrowe
liezbv o nie powtarzajacych sie eyfrach. Oczywiscie 2356%3526 , Mmimo, ze zestaw cyfr w obu liczbach jest identyezny.
Tu tez kolejnosé ustawlenia jest istotna.

Mowiae bardzie) abstrakeyjnie, ze zbioru 7 —elementowego wybleramy % -elementowe eiagi. Takie clagl to wariacje

bez powtorzen (bo elementy w ciagu sie nie powtarzaja).

Wariacja k -elementowa bez powtorzen ze zbioru 7 -elementowego, to clag k -elementowy o réznyeh wyrazach
wybranveh sposérod tyeh 1 elementéw. Oczywiscie & < n. Jesli & = 1, to mamy permutacje, o ustawiamy w ciag

wszystkie elementy zbioru.



Wariacje od kombinacji odrbznia to, ze w kombinacjach kolejnosé ustawienia elementéw jest nieistotna, bo to
podzbiory, natomiast wariacje sa ciagami, a ciggi o tych samyeh elementach ale réznej ich kolejnosei to rézne ciagi.
Wariacji jest wiec wiecej niz kombinacji z tego samego zbioru i takiej samej liczbie elementéw. Dokladniej: jest ich tyle
co kombinacji razy liczba sposobéow, na ktore moizna uporzadkowaé k elementdw. Liczbe wariacji bez powtorzen
oznaczac bedziemy przez V,ﬁ
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Przyklad

Ile jest dwuelementowych ciagdow ze zbioru trzyelementowego? Najpierw zrobmy to na obrazku, a potem zastosujmy
WZOT.



Przyklad

Ile jest dwuelementowych ciagdw ze zbioru trzyelementowego? Najpierw zrébmy to na obrazku, a potem zastosujmy
WzOr.

Oto caly zbiér

A to sa wszystkie wariacje dwuelementowe z tego zbioru.
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Wariacje z powtorzeniami.

Mamy do dyspozveji 10 evir. Mozemy te eyfry wybieraé i tworzyé liczby. Na przyldad ezteroeyfrowe. W poprzednim
punkeie byly to liczby o réznyeh eyfrach. Ale nie musi tak byé; eyvfry moga sie powtarzac.

Moze byé taka: 1359, ale taka tez: 13391 taka: 1111. Jasne, ze takich liczb jest wiecej niz liezb w ktoryeh eyiry nie moga
sie powtarzaé. Takie eiagl, w ktoryveh wyrazy moga (ale nie musza) sie powtarzaé nazywamy wariacjami z

powtorzeniami.

Wariacjami % -elementowymi z powtdrzeniami ze zbioru {7 -elementowego nazywamy ciagi k& -elementowe o wyrazach

niekoniecznie réznych wybranyeh ze zbioru 7 elementéw. Tym razem nie musi byé k < n.

Ile jest tych wariacji? Oznaczmy liczbe talich warlacji przez W,ﬁ .
W,ﬁ = nk



Przyklad
Oto caly zbiér O G

A to s3 wszystkie wariacje dwuelementowe z powtérzeniami z tego zbioru.
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Whszystkie podzbiory zbioru n -elementowego?

Wiemy jak policzyé liczbe podzbiordow o ustalonej liezbie elementdw. Mamy przeciez wzor na liezbe kombinacji.
Tu jednak chodz o liczbe wszystkich podzbiordw. W to wehodzi réwniez sam zbidr (kazdy zbiér jest wlasnym
podzbiorem, chyba, ze méwimy o podzbiorach wlasciwyeh) oraz zbiér pusty, ktory zawiera sie w kazdym zbiorze.
Musimy wiec zsumowaé liczby podzbioréw (J-elementowyeh, jednoelementowyeh, dwuelementowyeh itd. az do

podzbioru M -elementowego. Musimy wiee dodaé liczby:
B0+ - ()40

To wlasciwle jest juz poszukiwany przepis na obliczenie liczby wszystldeh podzbioraw, ale czy nie daloby sie zapisaé tego

prosciej? Przypomnijmy sobie dwumian Newtona.
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Widzimy, ze wspdlezynnilkd po prawej stronie sa identyezne z naszym wzorem.
Co zrobié, by zostala tylko ich suma? Tak bedzie, jedlia = & = 1. Podstawmy.
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A, to juz wiemy!



() HD)HE)HE)F - +Ha)+(R)=2"

Liczba wszystkich podzbiorédw zbioru 7 -elementowego wynosi 27 .



