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Wstęp do algorytmicznej teorii 
grafów

Krzysztof Diks
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Problem 1: Labirynt

Źródło: www.dla-dzieci.ugu.pl
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Problem 2: Wilk, owca i kapusta

Źródło: https://play.google.com/store/apps/details?id=air.com.web4games.wolfsheepandcabbage
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Problem 3: Przelewanie miodu

Źródło rysunku: http://slon84.w.interia.pl/

Dwa niedźwiadki znalazły składzik z miodem. Był w nim 8-litrowy słój pełen miodu 
i dwa słoje puste, 5-litrowy i 3-litrowy. W jaki sposób korzystając tylko z tych słoi 
podzielić równo miód?
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Problem 4: Mosty w Królewcu

Źródło: Seven Bridges of Koenigsberg – Wikipedia en.wikipedia.org

Leonard Euler, 1707 - 1783
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Problem 5: generowanie permutacji

Czy można ustawić permutacje zbioru {1, 2, …, n} w ciąg cykliczny w taki sposób, że każde
dwie kolejne permutacje w ciągu różnią się zamianą tylko dwóch sąsiednich elementów?

Przykład dla n = 3

[1,2,3], [2,1,3], [2,3,1], [3,2,1], [3,1,2], [1,3,2]
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Problem 6: najkrótsza trasa z Rotterdamu do Groningen

Źródło: mapy Google
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Co łączy wszystkie wspomniane problemy?

węzeł/wierzchołek

droga/ścieżka

krawędź

GRAF:
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Wilk, owca i kapusta

W,O,K| W,K|O

|W,O,K
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K|W,OW|K,OW,K|O OIW,K
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Wilk, owca i kapusta

W,O,K| W,K|O
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Miodek

0,0,8

0,5,3
3,0,5

3L,5L,8L

?
...

Pytanie: czy istnieje ścieżka z (0,0,8) do (0,4,4)?



14

Miodek

0,0,8

Pytanie: czy istnieje ścieżka z (0,0,8) do (0,4,4)?

0,5,3

3,2,3 0,2,6

2,0,6 2,5,1

3,4,1 0,4,4
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Mosty w Królewcu
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Leonard Euler, 1707 - 1783
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Mosty w Królewcu
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Permutacje

Źródło: en.wikipedia.org/wiki/Steinhaus-Johnson-Trotter_algorithm
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Wycieczka

62 km  

45 km
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Problem najlżejszych (najkrótszych) ścieżek z jednym źródłem

Dane: (skończony) spójny graf G = (V,E), wyróżniony wierzchołek s ∈ V,
funkcja wag w: E ⟶ {0, 1, 2, …}, która każdej krawędzi przyporządkowuje
nieujemną wagę

Wynik: dla każdego wierzchołka v ∈ V, waga w*(v) najlżejszej ścieżki łączącej v z s, 
gdzie wagę ścieżki definiujemy jako sumę wag jej krawędzi
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W*(e) = 8
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Edsger Wybe Dijkstra
1930 - 2002
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Algorytm Dijkstry

W pętli obliczamy wagi najlżejszych ścieżek kolejnych wierzchołków w kolejności niemalejącej. 
Dla każdego v mamy policzoną wagę w’(v) pewnej ścieżki łączącej v z s. Zachodzi następujący niezmiennik: 

A B• V = A ⨃ B
• s ∈ A
• ∀u∈ A ∀v∈ B w*(u) ≤ w*(v)
• ∀u∈ A w’(u) = w*(u)
• ∀v∈ B w’(v) jest wagą najlżejszej ścieżki łączącej v z s

i takiej, że wszystkie jej wierzchołki, poza v, leżą w A;
jeśli taka ścieżka nie istnieje, to w’(v) = +∞. 

s

vx

u

Jeden obrót: 
v := wierzchołek w B o najmniejszej wadze w’;
B := B\{v}; A := A ∪ {v};
for each u ∈ B ∩𝒩(v) do w’(u) := MIN(w’(u),w’(v)+w(v−u));
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DijkstraAlg::
begin
{ inicjacja}

w’(s) := 0; A := {s}; B := V\{s};
for each v ∈ B do w’(v) := +∞;
for each v ∈𝒩(s) do w’(v) := w(s−v); {𝒩(s) – sąsiedzi s w grafie}

{pętla główna}
while |B| > 0 do
begin

v := wierzchołek w B o najmniejszej wadze w’; 
B := B\{v}; 
A := A ∪ {v};
for each u ∈ B ∩𝒩(v) do w’(u) := MIN(w’(u),w’(v)+w(v−u))

end
end;
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s a b c d e f g h I

0 3 8 5 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

0 3 4 5 +∞ 9 6 5 +∞ +∞

0 3 4 5 5 9 6 5 +∞ +∞

0 3 4 5 5 9 6 5 10 +∞

0 3 4 5 5 9 6 5 10 +∞

0 3 4 5 5 9 6 5 10 6

0 3 4 5 5 9 6 5 9 6

0 3 4 5 5 8 6 5 9 6

0 3 4 5 6 8 6 5 9 6

0 3 4 5 6 8 6 5 9 6
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Implementacje algorytmu Dijkstry

Implementacja grafu G
V = {1, 2, …, n}
Wejście:
para liczb n = |V|, m = |E| (n-1 ≤ m ≤ n(n-1)/2)
ciąg m trójek ui, vi, wi takich, że ui−vi jest krawędzią z E, natomiast wi jest wagą tej krawędzi

Reprezentacja grafu:
1) Tablicowa

A[1..n,1..n] – (zmodyfikowana macierz sąsiedztwa grafu G)

A u, v = ቈ
w(u − v) u − v ∈ E
+∞ u − v ∉ E

rozmiar reprezentacji – Θ(n2); czas inicjacji reprezentacji - Θ(n2) 
nie zależy od m

2) Listowa
L[1..n] – tablica list sąsiadów wierzchołków
L[u] – lista sąsiadów wierzchołka u; z każdym wierzchołkiem v ∈ L[u] pamiętamy
wagę w(v) - wagę krawędzi u − v
rozmiar reprezentacji – Θ(n+m); czas inicjacji - Θ(n+m)
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Implementacja zbioru B

DijkstraAlg::
begin
{ inicjacja}

w’(s) := 0; L := {s}; 

B := V\{s};
for each v ∈ B do w’(v) := +∞;
for each v ∈𝒩(s) do w’(v) := w(s−v);

{pętla główna}
while |B| > 0 do
begin

v := wierzchołek w B 
o najmniejszej wadze w’; 
B := B\{v}; 
A := A ∪ {v};
for each u ∈ B ∩𝒩(v) do

w’(u) := MIN(w’(u),w’(v)+w(v−u))
end

end;

W zbiorze B przechowujemy wierzchołki v wraz z jednym
atrybutem w’(v) (kluczem), którym jest waga pewnej 
ścieżki z s do v.
Na zbiorze B wykonujemy następujące operacje:

Ini(B,V\{s}):: inicjacja zbioru B
wykonywania 1 raz 

Min(B):: podaj element zbioru B z najmniejszym kluczem
wykonywana n-1 razy  
DeleteMin:: usuń MIN(B)
wykonywana n-1 razy 

DecreaseKey(B,u,w’(u))
wykonywana m razy   
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Algorytm Dijkstry – implementacja tablicowa
Reprezentacja grafu – macierz sąsiedztwa
Reprezentacja zbioru B – wektor charakterystyczny b[1..n] of 0..1

b[u] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ B
begin
{ inicjacja}

w’(s) := 0; 
b[s] := 0;
for each v ∈ V\{s} do begin w’(v) := A[s,v]; b[v] := 1 end;

{pętla główna}
k := n-1;
while k > 0 do
begin

min_w := +∞; 
for each u ∈ V do

if (b[u] = 1) AND (w’(u) < min_w) then begin v := u; min_w := w’(u) end;

b[v] := 0; k := k-1;
for each u ∈ V do

if b[u] = 1 then w’(u) := MIN(w’(u),w’(v)+A[u,v])
end

end; 

złożoność czasowa – Θ(n2)
niezależnie od m

Jeśli nie zmienimy sposobu
reprezentacji zbioru B, to
zawsze będziemy mieli czas 
kwadratowy, niezależnie od sposobu
reprezentacji grafu G.
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Zbiór B:

• skończony zbiór elementów e z kluczami key(e),
pochodzącymi z uniwersum z liniowym 
porządkiem

• 0 ≤|B|< n
• operacje na B:

- Ini(B,V\{s})

- Min(B):: if |B| > 0 then
return element z B o najmniejszym 
kluczu

- DeleteMin:: if |B| > 0 then B := B \ {Min(B)}

- DecreaseKey(B,e,new_key):: key(e) := new_key
{ e ∈ B oraz new_key ≤ key(e) }

Kolejka priorytetowa typu Min:

• skończony zbiór Q elementów e z kluczami key(e),
pochodzącymi z uniwersum z liniowym 
porządkiem

• operacje na Q:
- Ini(Q,{e1, e2, …, ek}):: inicjacja kolejki z elementami

e1, e2, …, ek

- Empty(Q):: return |Q| = 0
- Min(Q):: if NOT Empty(Q) then

return element z Q o najmniejszym 
kluczu

- DeleteMin(Q):: if NOT Empty(Q) then Q := Q \ {Min(Q)}

- DecreaseKey(Q,e,new_key):: key(e) := new_key

- Insert(Q,e):: Q := Q∪{e}
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Algorytm Dijkstry – implementacja z kolejką priorytetową
Reprezentacja grafu – listy sąsiedztwa
Reprezentacja zbioru B – kolejka priorytetowa typu Min
begin
{ inicjacja}

key(s) := 0; 
for each v ∈ V\{s} do key(v) := +∞;
for each v ∈ L[s] do key(v) := w(s−v);
Ini(Q,V\{s})

{pętla główna}
while NOT Empty(Q) do
begin

v := Min(Q);                                                                                    n-1 operacji MIN

DeleteMin(Min(Q));                                                                       n-1 operacji DeleteMin

for each u ∈ L[v] do
DecreaseKey(Q,v,MIN(key(u),key(v)+w(u−v))                       m operacji DecreaseKey

end
end; 

Złożność: O((n-1)*koszt(MIN) + (n-1)*koszt(DeleteMin) + m*koszt(DecreseKey) + koszt(inicjacja)) 



33

Wykład opracowano między innymi na podstawie:

• Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Wprowadzenie do algorytmów, PWN 2012

• Lech Banachowski, Krzysztof Diks, Wojciech Rytter,  Algorytmy i struktury danych, PWN 2018
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