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Zbloru z punktu widzenia
Informatyka
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" Co to jest zbior?
" 7 czego mozna zbidr utworzyc?

" Czy kazdy zbidr da sie poznac?



Czego cheielibysmy od
ZDIOrow?

B Jeby dla kazdego elementu moc
okreslic, czy do danego zboru
nalezy, czy nie.

" Jeby mozna byio dla niego okreslic
podzbilory z dowolnych jego
elementow.

" Jeby mozna bylo na nich rachowadé -
okreslic¢ sume, przecilecile, rodznice
zblorow 1 dopeitnienie zbioru.



Notacja

" Piszemy xe€ A, gdy element x do
danego zboru nalezy (x moze byc
zbiorem!)

" A ¢ B, gdy kazdy element zbioru A

jest jednoczesnie elementem zbioru
B, czyli dla kazdego x: xe A —> xXeB

" Ponadto dla wszystkich podzbiorow
A,B pewnego zbioru U okreslamy
dziatania sumy zbiordw: A U B,
przeciecla zbiordw: A M B, rdznicy
zbiorédw A\B 1 dopeinien zbiordw
A" ,B".



Dziatania na zbiorach




Zbior pusty

Na ogot przyjmujemy, ze zbior pusty jest
jeden w catej matematyce i jest
nodzbiorem kazdego zbioru. Oznaczamy go

Drzez &.
Jesli A=g, to P(A)={D}
To wcale nie jest oczywiste dla informatykow.

Czy pusta tablica, to to samo co puste
drzewo, pusty napis, pusta lista?




Podzbiory.

Podzbiory zbioru A oznaczamy przez P(A).

Jesli A=>, to P(A)={D}

Jesli A={a}, to P(A)={Z,{a}}

Jesli A={a,b}, to P(A)={Z,{a},{b}{a,b}}

Jesli A={a,b,c}, to P(A)={J,{a},{b}{c},
{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,C}}

itd.

Widzimy, ze ogodlnie jesli zbior ma n
elementow, to liczba jego podzbiorow
wynosi 2".




VWazne pytanie

Czy zbior wsrod swoich elementow moze
zawierac siebie samego?

Czyli, czy moze sie zdarzyc, ze A e A?



VWazne pytanie

Czy zbior wsrod swoich elementow moze
zawierac siebie samego?

Czyli, czy moze sie zdarzyc, ze A €A?
A= {A, .... }
albo na przyktad

A={{{...{D}...} } }



Przyjmijmy na razie, ze takie
Zbiory Istniejg

Koncepcja zbioru samego w sobie wydaje
sie nieco nienaturalna.

Na pewno takie zbiory nie mogg byc
skonczone.

W przyrodzie i na lekcjach matematyki
raczej nie wystepujq
Nazwijmy je dziwnymi



Zbiory dziwne | normaine

Pozostate zbiory, czyli takie, ze AzA
nazwijmy zbiorami normalnymi.

Wiekszosc znanych nam zbiorow jest
normalna.

Utworzmy zbior zbiorow normalnych i
nazwijmy go N.



Zbior zbiorow: normailnych

= Sprobujmy zastanowic sie, jakie sg
witasnosci zbioru zbiorow normalnych?

= \W szczegolnosci spytajmy, czy zbior
zbiorow normalnych jest normalny, czyli

czy N € N?



W czym problem?

Jezeli N € N, to N jest z definicji dziwny,
zatem N ¢ N.

Przyjecie zatozenia, ze doprowadzito do
sprzecznosci, wiec prawdziwe jest zdanie
przeciwne.

Zatem N N , wiec N jest dziwny.



Czyzby?

Jezeli N € N, to N jest z definicji dziwny,
zatem N ¢ N.

Zas jesli N ¢ N, to N jest z definicji
normalny, czyli N  N.

Sprzecznosc!

Zbior N nie jest ani normalny, ani dziwny,
ale innych zbiorow nie ma, czyli go po
prostu nie ma!



Mamy: problem

Wyglada na to, ze dowodzenie nie wprost
nie zawsze dziata!



Mamy problem

Aby unikngc problemu dziwnych zbiorow,
matematycy pogodzili sie z tym, ze
* nie ze wszystkiego mozna utworzyc zbior,
w szczegolnosci ze zbiorow normalnych
* nalezy zabronic tego, aby zbior byt
elementem siebie samego, czyli zbiory
dziwne sg zakazane, a zatem

» wszystkie zbiory powinny byc¢ normalne.



A moze nie ma zblorow dziwnych?



A moze nie ma zblorow dziwnych?
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Co to jest katalog w

komputerze?
Katalog jest to zbior sktadajacy sie z dwoch
rodzajow elementow:
* plikow
* innych katalogow



Co to jest katalog w

komputerze?

Katalog jest to zbior sktadajacy sie z dwoch
rodzajow elementow:

* plikow

* innych katalogow

Czy na pewno innych???



A co by byto gdyby...

... gdyby jeden z tych podkatalogow by#t
katalogiem, w ktorym wiasnie sie
Zhajduje?



A co by byto gdyby...

... gdyby jeden z tych podkatalogow by#t
katalogiem, w ktorym wiasnie sie
Zhajduje?

Niemozliwe?



Czy mozemy poznac istote zbioru,
ktory jest sam w sobie?

" mamy problem ze zrozumieniem
nieskonczonosci, a taki zbior wymusza
otarcie sie o nig

" njie mozna zamykac oczu myslac, ze
katastrofa sie nie wydarzy.



FAdOKSOW.
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what is the chance that you will be correct?
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Jak reprezentowac zbiory w
komputerze?

= Podstawowe operacje, ktorych zazwyczaj
potrzebujemy:

Utworz zbior pusty A

Sprawdz, czy w zbiorze A jest dany
element x

Dodaj element x do zbioru A
Usun ze zbioru A element x

= Ponadto czesto przydatne sq niektore
operacje na zbiorach, szczegolnie suma i
przeciecie.



Reprezentujemy: zbiory skonczone

= POki sq niewielkie, mozemy reprezentowac
je za pomocg map bitowych. Trzeba wtedy
elementy przestrzeni ponumerowac od
zera do n-1 i zaalokowac tablice
odpowiedniej diugosci.

= Zbior pusty, to same zera

® [stnienie elementu zaznaczamy
,Zapalajgc” odpowiedni bit.



Przyktad

= Njech U={0,1,2,...,317}.

= Taki zbior mozna reprezentowac w jednej
zmiennej (unsigned int z).

= Przypisanie z=0; przypisuje zmiennej z
reprezentacje zbioru pustego

= Teraz wystarczy utworzyc maski (maska
na n-ty bit to 1 shl n;) i zastosowac
odpowiednie operatory, np. w jezyku C:
if (z&(1 shl 4)) ...; sprawdzi, czy element
5 jest w zbiorze reprezentowanym przez z.



Operacje na maskach

= W tym ujeciu mamy bardzo szybkie
operacje na bitmaskach: suma zbiorow
reprezentowanych przez zmienne v i z, to
v|z, iloczyn, to v&z itd.

= Dla wiekszych zbiorow dziatamy na
tablicach grupujgc elementy w paczki po
np. 32 bity.



Nie zawsze jednak mozemy tak tatwo
ponumerowac elementy.

= Jesli tworzymy na przyktad graf stanow
jakiegos systemu na zywo, to trudno jest
przewidziec, jak bedg wygladaty jego
wierzchotki.
= Podstawowym i operacjami bedg wtedy:
sprawdzenie, czy howo wygenerowany
wierzchotek juz jest w naszym grafie

dodanie do zbioru wierzchotkow nowego
czasem usuniecie

= | to wszystko sie dzieje dynamicznie.



Potrzeba innych struktur danych

" Pierwszy pomyst: tablica (lista)
nieposortowana.

Wszystkie operacje sq drogie:
sprawdzanie przynaleznosci do zbioru
dodawanie
usuwanie

majg ztozonosc liniowg



Potrzeba innych struktur danych

= Drugi pomyst: tablica (lista, choc to
nieoczywiste) posortowana.
Nie wszystkie operacje sq drogie:
dodawanie
usuwanie
majg ztozonosc liniowq, ale
sprawdzanie przynaleznosci do zbioru

ma ztozonosc logarytmiczng
(binsearch)



Drzewa BST

= Drzewa binarnych wyszukiwan, gdzie w
kazdym wezle, w ktorym przechowujemy:
wartosc v, wszystkie wartosci lewego syna
sq mniejsze od v, a wszystkie wartosci
prawego syna Sg wieksze od V.



Mite wiasnosci drzew BS T

® \Wyszukiwanie wartosci, ich wstawianie |
usuwanie majg ztozonosc nie
przekraczajgcq wysokosci drzewa

® | osowo wstawionych n wartosci tworzy
drzewo o oczekiwanej wysokosci
logarytmicznej



Moze warto zrandomizowac dane?

Znana metoda, ktorg stosuje sie czasem
przed sortowaniem metodg quicksort —
randomizacja porzgdku danych — tu
niekoniecznie jest mozliwa.

Dane bowiem generowane sg czesto na
biezgco.

Co gorsza: w typowych porzgdkach, ktore sie
w wielu sytuacjach stosuje, element, ktory
wstawia kolejng wartos¢ ma czesto bardzo
podobng wartosc, wiec sciezka dostepu jest
prawie identyczna.



Jak zmusic drzewo BST do
logarytmiczne| wysokosci?
Dwa rozwigzania:

Drzewa AVL
Drzewa lewicowe (splay)



Drzewa AVL

Wymyslone na poczatku at 70-tych przez
Adelsona-Velskiego i Landisa procedury
pozwalajg na zachowanie zrownowazenia
drzewa, a co za tym idzie, wymuszajq
logarytmiczng wysokosc.

Drzewo jest zrownowazone, jesli w kazdym
wele wysokosci obu synow roznig sie nie
wiecej niz o 1.

Oznacza to, ze kazda operacja (wyszukiwanie,

wstawianie, usuwanie) ma koszt
logarytmiczny.



Drzewa splay

® \Wymyslone w 1985r przez Daniela
Sleatora i Roberta Tarjana

® Bazujg na jednej operacji: dla zadanej
wartosci x w drzewie przebuduj drzewo
tak, aby x znalazto sie w korzeniu.

® Uzyskujemy ten efekt dokonujgc
odpowiednich rotacji na sciezce od x do
korzenia.



Drzewa splay

Drzewa splay sq wyjatkowo dobre
gdy zapytania dotyczg ostatnich
elementow, ktore w nich byty
poszukiwane — sg one blisko
korzenia.



VWtasnosci drzew splay

" Ciekawe: choc¢ wysokosc drzewa splay
moze byc liniowa, to zamortyzowany
pesymistyczny koszt wykonania n
operacji jest O(log n)

" W przypadku gdy poszukujemy
elementow popularnych, koszt moze
Ze]sSC ponize] logarytmicznego

" Mozna tatwo sumowac zbiory o tej
wtasnosci, ze elementy plerwszego sa

mniejsze od elementow drugiego
Zbioru.
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