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lacje rOwnowaznosci
Relacje porzadku




"
Relacja rownowaznosci

B Jedno z najwazniejszych narzedzi
porzgdkowania rzeczywistosci.

B Chodzi o ukrycie nieistotnych szczegotow i
skoncentrowanie sie na istotnych roznicach

B Pozwala na klasyfikacje podzbiorow danego
zbioru ze wzgledu na takie cechy, ktore
uznamy za wazne.



"
Relacja rownowaznosci

B Relacje R w zbiorze X nazwiemy relacja
rownowaznosci, jesli jest ona

— zwrotna
— symetryczna
— przechodnia
B Przyktady:
— Relacja rownolegtosci prostych na ptaszczyznie,
— Relacja = przystawania modulo n w N.

— Relacja identycznosci w X

— Relacja petna



"
Graf przyktadowej relacji

rownowaznosci

Niech A={a,b,c,d}.
r={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}

"
aue
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Dalsze przyktady relacji

Przykfady:

— Relacja bycia w te] samej grupie ¢wiczeniowej z
“Matematyki dyskretnej” wsrod studentow |
roku,

- Re
- Re
- Re

ac
ac
ac

rownowazZnosci

jJa podobienstwa trojkagtow na ptaszczyznie.
jJa przystawania trojkgtow na ptaszczyznie

jJa osiggalnosci drogowej na mapie

samochodowej

— Relacja bycia rodzenstwem (rodzonym, czyli
posiadania pary tych samych rodzicow)



Antyprzyktady relacji
rownowaznoscl

Nie sg natomiast relacjami rownowaznosci:

— Relacja bycia w te] samej grupie z czegokolwiek
wsrod studentow | roku,

— Relacja posiadania telefonu u tego samego
operatora.

— Relacja bycia krewnym (posiadania wspolnego
przodka) wsrod zyjgcych ludzi (zaktadamy, ze
kazdy jest szczegolnym przypadkiem swojego
przodka)

— Relacja bycia rodzenstwem przyrodnim



" S
Podziaty

W dowolnym zbiorze X podziatem nazwiemy taki zbior
jego niepustych podzbiorow X, ,X,,X,,... ze

() X=X,UX,,UX,U...
(i) Dla kazdych i,j zachodzi iz — Xiij=@

B Zatem podziat polega na zaszeregowaniu kazdego
elementu zbioru X do jednego i tylko jednego ze
zbiorow X,, ktore w sumie wyczerpujg zbior X.

B Podziaty mogg byc¢ skonczone lub nieskonczone.



"
Zasada abstrakcj

Miedzy podziatami, a relacjami rownowaznosci istnieje
odpowiedniosC wzajemnie jednoznaczna (bijekcja),
ustalona przez zrownowazenie wszystkich elementow
kazdego ze zbiorow podziatu.

Innymi stowy: jesli miedzy elementami zbioru X okreslimy
relacje ,bycia w tym samym zbiorze podziatu®, to relacja
ta bedzie relacjg rownowaznosci.



" J
Klasy abstrakcii

B / drugiej strony, jesli mamy dang relacje rownowaznosci
R w zbiorze X, to przeciwdziedzing funkgji f:X—2*
okreslonej dla kazdego elementu nastepujgco:
f(a)={b €X: (a,b) € R} jest podziat zbioru X. Obraz tak
zdefiniowanej funkcji f dla kazdego elementu a
nazywamy klasg abstrakciji a, zas a reprezentantem tej
klasy abstrakcji.

B Zauwazmy, ze klase abstrakcji definiuje dowolny jej
reprezentant rownie dobrze — wszystkie je] elementy sg
rownowazne jak sama nazwa wskazuje.
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Przyktady podziatow

RELACJA

Rodzenstwo

Podobienstwo trojkgtow

Rownolegtosc prostych

Przystawanie modulo 3

Osiggalnos¢ drogowa

KLASY ABSTRAKCJI

Rozilgczne zbiory braci i siostr rodzonych

Klasy trojkatow o identycznych ksztattach

Kierunki (wszystkie proste biegngce w tym samym
kierunku)

Zbiory liczb dajgcych te sama reszte z dzielenia przez 3

Wyspy, kontynenty,...



"
Porzadki

W dowolnym zbiorze X relacjg porzagdku czesciowego
nazwiemy kazdg relacje, ktora jest

B zwrotna
B antysymetryczna
® przechodnia.

Jesli dodatkowo relacja jest spgjna, to nazywamy jg
relacjg porzadku liniowego.



Przyktady

1) Relacja mniejsze-rowne w zbiorze liczb naturalnych
2) Relacja wieksze-rowne w zbiorze liczb naturalnych

3) Relac

jJa mniejsze-rowne w zbiorze liczb

rzeczywistych,

4) Relacja identycznosci w dowolnym zbiorze

5) Relacja miedzy wektorami przestrzeni R",
zdefiniowana nastepujgco:

(Xee X ) S (Yysen0Y,) © ViET L nix <.

6) Zawieranie sie podzbiorow dowolnego zbioru.
Relacje 1, 2, 3 sg porzadkami liniowymi; 4, 5, 6 nie.



"
Dalsze przyktady

Na ptaszczyznie zespolonej dwie liczby (a+bi) oraz
(c+di) mozna uporzgdkowac na wiele sposobow;
prosze zauwazyc, ze nie ma kanonicznego porzadku,
tak jak dla liczb rzeczywistych. Przyktadowo:

— (a+bi)< (c+di) <> (a<c) v (a=c & b<d)
porzadek kartezjanski

- re” <q pe’ o (r<p) v (r=p & <o)
porzgdek biegunowy

Oba te porzadki sg porzgdkami liniowymi.
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Dalsze przyktady

Porzadek leksykograficzny (stownikowy)

m Dwa napisy: a,a,...a_oraz b.,b,...b_ nad skonczonym
alfabetem mozna uporzgdkowac w nastepujgcy
sposob. Powiemy, ze napis a.a,...a_ <b.b,...b_, jesli
dla pewnego k: (a,a,...a, = b,b,...b, ) oraz ((k=n) lub
(k<sn & k<m & a,,, <b,,,)).

Porzadek leksykograficzny tez jest porzadkiem
liniowym.
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Zbiory mozna porzgdkowac na
rozne sposoby.

X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,98,99,100}
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,98,99,100
0,1,10,100,11,12,13,...,19,2,20,21,22,....,29,3,30...98,99
40,44,42,49.41,48,45,47,46,43,14,4,2,20,24,...13,0



"
Zbiory mozna porzgdkowac na
rozne sposoby.

X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,98,99,100}
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,98,99,100
0,1,10,100,11,12,13,...,19,2,20,21,22,...,29,3,30...98,99
40,44,42,49,41,48,45,47,46,43,14,4,2,20,24,...,13

B czterdziesci, czterdziesci cztery, czterdziesci dwa,
czterdziesci dziewieC, czterdziesci jeden, czterdziesci
osiem, czterdziesci piecC, czterdziesci siedem,

czterdziesci szeSc, czterdziesci trzy, czternascie,
dwa,dwadziescia, dwadziescia cztery,...,tfrzynascie,zero.

)



"
Elementy minimalne |
najmniejsze

W zbiorze X uporzgdkowanym (czesciowo) przez relacje
< element a nazwiemy minimalnym, jesli nie istnieje
takie b €X, ze b <a, i jednoczesnie b=a.

Element a jest najmniejszy w X, jesli dla kazdego ¢ eX
zachodzi a<c.

Zachodzg takie dwa fakty:

B \V zbiorze moze istnieC co najwyzej jeden element
najmniejszy.

B Flement najmniejszy jest zawsze minimalny
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Elementy maksymalne |
najwieksze

W zbiorze X uporzgdkowanym (czesciowo) przez relacje
< element a nazwiemy maksymalnym, jesli nie istnieje
takie b €X, ze a <b ijednoczesnie a=b.

Element a jest najwiekszy w X, jesli dla kazdego ¢ e X
zachodzi c<a.

Zachodzg takie dwa twierdzenia:

B \V zbiorze moze istnieC co najwyzej jeden element
najwiekszy.

B Flement najwiekszy jest zawsze maksymalny



"
Elementy maksymalne |
najwieksze

Inaczej rownowaznie: element minimalny, to taki, ze nie
ma od niego mniejszego. Najmniejszy to taki, ze
wszystkie inne sg od niego wieksze.

Element maksymalny, to taki, ze nie ma od niego
wiekszego, a najwiekszy to taki, ze wszystkie inne sg od
niego mniejsze.

Sg to pojecia dualne.



Twierdzenie o dualnosci

R jest relacjg porzadku (liniowego) wtedy i tylko wtedy,
gdy R jest relacjg porzadku (linowego). Elementy
minimalne relacji R sg maksymalne dla relacji R, a
najmniejsze stajg sie najwieksze i na odwrot.



" S
Przyktady

Niech X bedzie zbiorem niepustych pozbiorow zbioru
{a,b,c}.

X={{a},{b}.{c}.{a,b}.{a,c},{b,c}.{a,b,c}}.

Relacja zawierania sie zbiorow c jest relacjg porzadku
w zbiorze X.

W zbiorze tym {a,b,c} jest elementem najwiekszym. Nie
ma w nim elementu najmniejszego (zbior pusty bytby
nim, ale go nie mal), ale sg 3 elementy minimalne: {a},

{b}.{c}.



Porzadek czesciowy w N"
Dla dwoch wektorow a=[a1,a2,...,an], b=[b1,b2,...,bn]
powiemy, ze
— a<b jesli a1<b1, a2<b2,...,an<bn
— a<b, jesli a1<b1, a2<b2,...,an<bn

— asb jesli a<b oraz azb



Lemat Dicksona

Dowolny podzbior przestrzeni N" ma skonczong liczbe

elementow minimalnych.



Diagram Hasego

{a,b,c}

e T~

{a,b} {a,c} {b,c}

N

{a} {b} {c}



Rozszerzenie do porzadku
linlowego
{a,b,c}

e T~

{a,b} ——{a,c} —— ={b,c}

Ny

@y — »={b}—{c}



To nie jest diagram Hasego

{a,b,c}
A
{a,b} {a,c} {b,c}
\
{a} {b} {c}

W diagramie Hasego pomijamy strzatki wynikajgce z
przechodniosci i (zazwyczaj) staramy sie uzywac
grawitacji do definiowania grotow.



"
Twierdzenie Szpilrajna

Kazdy porzadek czesciowy mozna
rozszerzyC do porzadku liniowego.

Algorytmy, ktére to robig nazywajg sie
sortowaniem topologicznym.



"
Praktyczne zastosowanie
porzgdkow liniowych

Porzadki liniowe sg podstawg algorytmow
wyszukiwania binarnego.

Jedng z metod uzyskania szybkiego dostepu
do danych jest ustalenie na nich relacj
linlowego porzadku | zastosowanie metody
polegajgcej na odrzucaniu potowy danych
po odpowiedzi ha zadane pytanie.
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Algorytm wyszukiwania binarnego

[/ Dane: cigg A[1]<A[2]<Z..<A[n] oraz x

// Nadaj zmiennej] jest wartos¢ true jesli
Istnieje takie 1<i<n, ze A[1]=x.



Algorytm wyszukiwania binarnego

lewy:=1; prawy:=n;
while (lewy<prawy)
begin
s:=(lewy+prawy) / 2;
1f (x>A[s]) then lewy:=s+l
else prawy:=s;
End;
jest := (x=Allewy]);
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Algorytm wyszukiwania binarnego

Ztozonosc¢ algorytmu wyszukiwania
binarnego jest logarytmiczna, czyli

©(log n)

Za kazdym razem bowiem odrzucamy
potowe lub prawie potowe danych (z
doktadnoscig do 1). Zatem licznosc¢ zbioru,
ktory pozostat do przebadania spada
dwukrotnie.



"
Porzadek na relacjach

Relacje w dowolnym zbiorze mozna
uporzadkowac za pomocg zawierania.

Wszystkie relacje rownowaznosci sg w
szczegolnosci uporzgdkowane w naturalny
sposob, w ktorym relacja identycznosci jest
najmniejszym, a relacja petna najwiekszym
elementem.
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Przyktad

Rozwazmy wszystkie relacje rownowaznosci
w 3-elementowym zbiorze {a,b,c}. Jest ich
pieC o nastepujgcych klasach abstrakcii:

1) {a}, {b}, {c} (relacja identycznosci)
2) {a}.{b.c}
3) {b}, {a,c}
4) {c}, {a,b}
5) {a,b,c} (relacja petna)



Przyktad
{a,b,c}
{a}{b,c} {b}, {a,c} {a}, {a,b}

~ 1

1}, {b}, {c}



Przyktad

{(a,a),(b,b),(c.c).(a,b),(b,a).(a,c).(c,a),(b,c).,(c,b)}
{(a,a),(b,b).(c,c),(b,c).(c,b)}  {(a,a),(b,b).(c,c),(c.a).(a.C)} {(a,a),(b,b),(c,c).(a,b),(b,a)}

{(a,a),(b,b),(c,c)}
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Inna charakteryzacja hierarchii
relacji rownowaznosci

Dane sg dwie relacje rownowaznosci: r,q
okreslone w zbiorze X o klasach abstrakcji
odpowiednio {R},_, oraz {Q},_,.

Nastepujgce 2 warunki sg rownowazne:

1.r < @

2. Dla kazdego iel istnieje jeJ: R, Q

Ponadto zr < q wynika, ze dla kazdego jeJ
istnieje iel: R, < Q, (nie jest rwnowazne!)



"
Pokrycia

Rozwazmy zbior X | rodzine niepustych jego
podzbiorow P={X. XX, }.

Rodzine P nazwiemy pokryciem zbioru X,
jeslih X, UX, UX,U..=X

Pokrycie P nazwiemy wfasciwym, jesli nie
istniejg takie i,j, ze i # j oraz X. XJ. .

Pokrycie moze byc¢ skonczone lub
nieskonczone.



" J
Relacje podobienstwa

Relacjg podobienstwa w zbiorze X nazwiemy
kazdg relacje, ktora jest jednoczesnie
zwrotna | symetryczna.

Zadamy wiec tylko, zeby kazdy element byt w
relacji z samym sobg (byt podobny do
siebie samego) i zeby podobienstwo
zachodzito zawsze w obu kierunkach.

Nie zgdamy przechodniosci!



" S
KIikI

Klikg relacji okreslonej w zbiorze X nazwiemy
kazdy taki podzbior K zbioru X, w ktorym
wszystkie elementy sg ze sobg w relacji
(czyli relacja ograniczona do K jest
kwadratem kartezjanskim K, czyli KxK).

Klika K jest maksymalna, jesli dodanie do K
jakiegokolwiek elementu z X do nigj
nienalezgcego spowoduje, ze przestanie
byC klika.



"
Twierdzenie o pokryciach

Miedzy pokryciami witasciwymi, a relacjami
podobienstwa istnieje wzajemny zwigzek:

- kazde pokrycie wlasciwe wyznacza
doktadnie jedng relacje podobienstwa w
sposOb pokazany na nastepnym slajdzie.



"
Twierdzenie o pokryciach

Niech P={Pj}jE , bedzie pokryciem wiasciwym
Zbioru X.

Witedy relacja pcXxX zdefniowana
nastepujaco:

(x,y) € p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje j € J
takie, ze x € P,orazy € P,

jest relacjg podobienstwa.



"
Zwigzek twierdzenia o pokryciach
Z zasadg abstrakcji

Podziaty sg pokryciami wtasciwymi, a relacje
rownowaznosci sg szczegolnymi
przypadkami relacji podobienstwa.

Twierdzenie o pokryciach staje sie zasadg
abstrakcji, gdy pokrycie jest podziatem lub
relacja podobienstwa jest relacjg
rownowaznosci.
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