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Relacje




"
Relacje

B Jedno z podstawowych pojec matematyki
B Zaskakujgco prosta definicja
B UJogolnienie pojecia funkcji

B Podstawa organizacji danych w bazach
danych



" J
lloczyn kartezjanski

B Dla zbiorow A, B definiujemy pojecie pary
uprzgdkowanej (a,b) w sposob podany przez
Kazimierza Kuratowskiego.

® Para uporzadkowana (a,b), to zbior {{a,b},a},
w ktorym acA i beB.

B /bior par uporzgdkowanych ze zbiorow A,B
oznaczamy przez AxB.

B [ndukcyjnie definiujemy iloczyn kartezjanski
n zbiorow A A,,...A, Jako A x(Ax...xA ).



"
Definicja
m Jesli danych jest n zbiorow A ,A,,...A_, , to

kazdy podzbior iloczynu karteZJansklego
A xAx..xA , nazwiemy relacjg

(n-argumentowy).

B \V szczegolnosci gdy n=2, to taka relacje
nazwiemy binarna.

B Jesli relacja binarna okreslona jest miedzy

elementami jednego zbioru, to mowimy, ze
jest okreslona w zbiorze.



"
Przyktady relacji

B Relacja "lezenia miedzy" na ustalonej prostej:
wszystkie takie trojki punktow (x,y,z) na
prostej, ze y lezy miedzy x a z.

B Relacja pusta

B Relacja petha - wszystkie krotki n-elementowe
z odpowiednich zbiorow.

B Relacja rownolegtosci prostych okreslona
miedzy parami prostych na ptaszczyznie (czyli
zbior wszystkich takich par (1,k), ze | jest
rownolegta do k).



"
Przyktady relacji binarnych

® Relacja identycznosci: id ,={(x,X): xeA} -
dotyczy dowolnego zbioru A.

B Relacja mniejszosci w liczbach naturalnych:
< ={(m,n)eN?: m<n}

B Relacja mniejszosci w liczbach
rzeczywistych: <.={(a,b)eR?: a<b}

B Relacja prostopadtosci prostych na
ptaszczyznie,

" Relacja =, przystawania modulo n w N.



"
Graf relaci

Niech A={a,b,c,d}.
r={(a,a),(a,b),(b,a),(b,d);

/
~. \



"
Dziedzina relacj

B Dziedzing relacjir — A x B jest zbior
Dom(r) = {xeA: dyeB: (X,y)er}

B Przeciwdziedzing relacjir — A x B jest zbior
Cod(r) = {yeB: IxeA: (X,y)er}

®\V przyktadzie z poprzedniego slajdu
Dom(r)={a,b}, Cod(r)={a,b,d}.



"
Funkcje czesciowe | catkowite

B Relacjar c A x B jest funkcjg czesciowg
wtedy i tylko wtedy gdy

Vx eA Vy,y eBi((xy )era(xy, )er-y =y,

B Funkcja czesciowa r jest funkcjg catkowitg
(albo w skrocie po prostu funkcjg), jesli
dodatkowo Dom(r)=A.

B Zauwazmy, ze pojecie dziedziny funkciji
pokrywa sie tu z pojeciem dziedziny relacji
(szczegolnej relacji bedacej funkcja).
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Przyktad
f(x)=x>

dla x naturalnego.
f={(0,0),(1,1),(2,4),(3,9),(4,16),...}



"
Relacje i funkcje odwrotne

® Relacjar' < B x A jest relacjg odwrotna
wzgledem relacji r ¢ A x Bwtedy i tylko
wtedy, gdy r' ={(b,a)eB x A: (a,b)er}.

®\V szczegolnosci funkcja odwrotna, jesli
Istnieje, jest po prostu relacjg odwrotna.

B Aby funkcja odwrotna do funkcji f istniata,
konieczne jest, aby f byta roznowartosciowa,
czyli taka, ze vx X eA: (f(X )=1(x ))—>(X =X).

= Dom(f)=Cod(f") oraz Cod(f)=Dom(f")



"
Graf relaci

Niech A={a,b,c,d}.
r={(a,a),(a,b),(b,a),(b,d);
r'={(a,a),(b,a),(a,b),(d,b)}
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Szczegolne funkcje

® Funkcje f: A—»B nazywamy
— injekcja (funkcjg 1-1), jesli jest
roznowartosciowa
— surjekcja, (funkcjg “na”), jesli Cod(f)=B
— bijekcja, (funkcjg ,1-1" i ,na”), jesli jest
jednoczesnie injekcjg i surjekcja.



Przyktady
®Dlaf: R,—»R, g: R->R, h:R->R_, kkR—>R,{0}
— f(x)=log,x
~g(x)=2"
~ h(x)=2"
— k(x)=x°

Funkcja f jest ,1-1" 1 jest ,na”.
Funkcja g jest ,,1-17, ale nie jest ,na”.
Funkcja h jest ,1-1" 1 jest ,na”
Funkcja k nie jest ,1-17, ale jest ,na”.

Ponadto f=h" oraz h=f"
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Ztozenie relaci

B Jedna z najwazniejszych definicji tego kursul!
® Jesli dane sg relacje
—r < AxB,
— s < BxC,
to ich ztozeniem r-s < AxC nazwiemy relacje
miedzy zbiorami A i C zdefiniowang
nastepujgco:

—r-s ={(a,c): 3b €B: (a,b)er oraz (b,c)es}
Czasami pomija sie znaczek ¢, tak jak przy mnozeniu.



Przyktady:

mA={1,23} B={+-"/} C={ab,c,d},
= r={(1 v+)’(1 5*)v(2=_)’(2v*)}

= S={(+va)’(+= b),(-,a),(',d),(*,C),(/,d)}
®rs={(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,d),(2,c)}

r S




Przyktad ztozenia relacji z sobg
samg
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Przyktad: ztozenie funkcji

f.g: NN  f(x)=2x+1 g(x)=x>.
={(0,1),(1,3),(2,9),...}
9={(0,0),(1,1),(2,4),(3,9),...}

(f-g)(x) = g(f(x))={(0,1),(1,9),(2,295),...}
(f-g)(x)= (2x+1)’
(9-F)(x)=1(9(x))={(0,1),(1,3),(2,9),...}
(9-F)(x)=2

) (X)=2x°+1



"
Witasnosci relacji binarnych

® Niech r < AxA. Powiemy, ze relacja r jest

B zwrotna jesli Vx eA: (X,X) er

B przeciwzwrotna jesli Vx eA: (X,X) ¢r

B symetryczna, jesli VX,y €A: (X,y) er — (y,X) er

B asymetryczna, jesli vx,y €A: (X,y) er — (Yy,X) ¢r

B antysymetryczna, jesli VX,y €A: (X,y) €r A (Y,X) er - x=y
B przechodnia, jesli VX,y,z €A: (X,y) €r A (Y,2) er — (X,z)er
B spojna, jesli VX,y €A: (X,y) er v (y,X) er v x=y



"
Alternatywnie:

® Niech r < AxA. Powiemy, ze relacja r jest
" zwrotna, jesli id,cr

" przeciwzwrotna, jesliid, nr=O

B symetryczna, jesli r=r"

B gsymetryczna, jeslirnr' =

B antysymetryczna, jeslirnr' < id,

B przechodnia, jeslirfcr

® spojna, jeslirur' uid, = A?



"
Jeszcze jedna wazna wiasnosc

B { ancuchem relacji r nazwiemy cigg

elementow zbioru A: a,,a,,a,,... taki, ze dla
kazdych i, dla ktorych ma to sens mamy

(a,a,.,)er

— Czyli w tancuchu relacji kolejne elementy sg ze sobg w

relacji. tancuch moze byC skonczony lub nieskonczony.

B Relacje r nazwiemy dobrze ufundowana, jesli

nie ma nieskonczonych tancuchow.



Przyktady

B Relacja > w zbiorze liczb naturalnych jest dobrze
ufundowana.

B Relacja > w zbiorze liczb naturalnych nie jest dobrze
ufundowana.

B Relacja > w zbiorze liczb catkowitych nie jest dobrze
ufundowana.

B Relacja < w zbiorze liczb naturalnych nie jest dobrze
ufundowana.

m Kazda relacja w zbiorze skonczonym jest dobrze
ufundowana, o ile jej graf nie ma cyklu.

B Relacja pusta jest zawsze dobrze ufundowana.



"
Przykfady relacji, ktorych wtasnosci warto

rozwazy¢

Relacja rownolegtosci prostych na ptaszczyznie ||

Relacja prostopadtosci prostych na ptaszczyznie L

Relacja przystawania modulo 3 w liczbach naturalnych mod3
Relacja pusta w zbiorze co najmniej dwuelementowym &2
Relacja pusta w pustym zbiorze &,

Relacja bycia wasalem w systemie lennym WASAL

Relacja bycia matkg wsrod ludzi MATKA

Relacja wigkszosciw N <,

Relacja niewigkszosci w N 2

Relacja bycia bratem wsrod ludzi BRAT
Relacje przystawania i podobienstwa trojkgtow



Wtasnosci relacji — przyktady

Zwr p-zwr sym asym antys przch spojn d-uf

I T N T N N T N N

N N T T N N N N N
mod 3 T N T N N T N N
oY) N T T T T T N T
2, T T T T T T T T
WASAL N T N T T ? N T
MATKA N T N T T N N T
<\ N T N T T T T N
> T N N N T T T N
BRAT N T N N N N N N



Relacje rodzinne

A Anna

B Bernard
C Czestaw
D Dariusz
E ElZzbieta
F Filip

G Grzegorz
H Henryk

| Irena

J Jan

K Krzysztof
L Leon

M Marek

N Norbert
O Olga

R Robert



Przyktadowa rodzina

A B

RN
m \

N

MATKA={(C,A),(E,A),(F,1),(J,1),(K,)),(L,E),
(R,E),(O,E),(N,O)}



Przyktadowa rodzina

A B HI G

R F\

OJCIEC={(C,B),(E,B),(F,H
(R,M),(O,M),(N,F)}

K

M),



Przyktadowa rodzina

A B

RRVAYN
| RN |

N
MAZ={(A,B),(I,H),(1,G),(E,M),(O,F)}
ZONA=MAZ'={(B.A).(H.D(G.D).(M.E).(F.OW
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Przyktadowa rodzina

SR
~

N

RODZIC=0JCIEC U MATKA ,
DZIECKO=RODZIC"'



"
Przyktadowa rodzina

| R \
\N

BABCIA = RODZIC - MATKA = {(L,A),(R,A),
(O,A),(N,E),(N,1)}



" J
Filtry

Podzbiory identycznosci mogg stuzyc jako
filtry

Np. ONE={(A,A),(E,E),(l,),(0,0)}

Wtedy ztozenie dowolnej relacji r z relacja
ONE powoduje wyciecie tych par, ktore nie
majg kobiety jako drugiego argumentu.

Np. DZIECKO - ONE = CORKA
Ale ONE - DZIECKO = dzieci kobiet



Przyktady

SZWAGIER = ZONA - BRAT U MAZ - BRAT
U SIOSTRA - MAZ

JATREW = MAZ - BRAT - ZONA

CIOTKA = RODZIC - SIOSTRA

WUJENKA = WUJ - ZONA \ CIOTKA

WUJ = MATKA - BRAT U CIOTKA - MAZ
STRYJ = OJCIEC - BRAT

SYNOWIEC = (BRATANEK) = BRAT - SYN




" S
Przyktady

KUZYN = (BABCIA v DZIADEK) - WNUK \
BRAT \ SIOSTRA\ ID =

= (CIOTKA U WUJ U STRYJ) - SYN
SYN=DZIECKO - ONI

WNUK = (BABCIA U DZIADEK) - ONI
ONI = ID \ ONE



Domkniecia relacji

Domkniecie zwrotne relacji R, to najmniejsza relacja
zawierajgca R, ktora jest zwrotna.

R*=RulID

Domkniecie symetryczne relacji R, to najmniejsza
relacja zawierajgca R, ktora jest symetryczna

R*=RuUR"

Domkniecie przechodnie relacji R, to najmniejsza
relacja zawierajgca R, ktora jest przechodnia

R+



"
Domkniecia relacji

Potegowanie relacii:

Dla dowolnej relacji R definiujemy R°=ID.

Dla n>0 definiujemy R"=R « R™"

dodatkowo przez R* oznaczamy nieskonczong sume

R°UR' UR? ...

dodatkowo przez R™ oznaczamy nieskonczong sume

R"UR® ...

Zauwazmy, ze R*, to domkniecie zwrotne i przechodnie
relacji R, a R"to domkniecie przechodnie relacji R.



" JEEN———
PRZODEK | POTOMEK

PRZODEK = RODZIC”
POTOMEK = PRZODEK"
KREWNY = PRZODEK « POTOMEK
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