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Podzial (n-1; 1)

® Bardzo typowy schemat metody Dziel 1 Rzadz, to
podzielenie zadania rozmiaru n na dwie nierOwne
czescl: rozmiaru n-1 1 1.

® Jesh potrafimy przejs¢ od n-1 do n (dodajac jedng
dang) w fazie scalania, to schemat si¢ bardzo
upraszcza:

“1Jesli n=1, to wykonaj dziatania konczace

“1Jesli n>1, to wykonaj rekurencyjnie zadanie dla n-1
danych, a potem scal wynik z wynikiem dla 1-
clementowe) danej



Sortowanie

® Sortowanie n elementow:
“1Jesli jest jedna dana, to nic nie rob

1 Jesl1 jest n>1 danych, to posortuj n-1 elementow 1 scal
wynik z ostatnig dang

® Scalanie polega tu na wstawieniu do posortowanej
n-1-elementowej tablicy jednego elementu tak, aby
nie zaburzy¢ porzadku.



Sortowanie przez proste

wstawianie

procedure InsertionSort (var T:tab;k:Integer);

var Jj:Integer;
begin {sortujemy TI[1l..k]}
1f k>1 then begin
InsertionSort (T, k-1);
J:=k-1; v:=T[k];
while (3>0) and (T[j]>k) do begin
T[3J+1]1:=T[J];
J:=7-1
end;
T[J+1] :=v

end; 4
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Sortowanie przez proste

wstawianie iteracyjnie

procedure InsertionSort (var T:tab;k:Integer);

var J,k:Integer;
begin
for k:=2 to n do begin
J:=k-1; v:=T[k];
while (3>0) and T[j]>k do begin
T[3+1]1:=T[J];
J:=7-1
end;
T[J+1] :=v
end;

end;



Sortowanie przez proste

wstawianie iteracyjnie

vold InsertionSort (int T[], 1nt n)
//Sortowanie T[O..n-1]; proste wstawianie
int j3,k,v;
begin
for (k=1; k<n; k++){
j=k-1; v=T[k];
while (3>=0 && T[J]>V) {
T[J+1]1=TI[J];
J=3-1;
}
T[J+1]=v;



Analiza kosztu

® Mamy tu prostg sytuacje:
TIT(1)=0
O Tm)=T(n-1)+n-1
® To rownanie rekurencyjne daje nam rozwigzanie T(n)=(n-
)+(n-2)+...+1, czyli T(n)=n(n-1)/2



Sortowanie przez scalanie

® Jesli jednak dokonamy podziatu na ,,potowy™, to
mozemy otrzymac znacznie ciekawszy algorytm.

e Wystarczy posortowac¢ potdwki, a potem je scalic
(koszt scalenia liniowy)



Mergesort

procedure mergesort(var T:Tab;1l,p:Integer);

var s:Integer;
begin
1f 1<p then begin
s:=(l+p) div 2;
Mergesort (T, 1,s)
Mergesort (T, s+1,p) ;

scal(T,1l,s,p),;{Scalamy T[1l..

end;

Z

T[s+1.
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scal

procedure scal (var T:Tab;1,s,p:Integer);
var kl,k2,k:Integer; A:tab;
begin
k:=1; kl:=1; kZ2:=s+1;
while (kl<=s) and (k2<=p) do begin
if T[k1]<T[kZ2] then begin
A[k]:=T[kl]; kl:=kl+1 end
else begin
Alk]:=T[k2]; k2:=k2+1 end;
k:=k+1;
for kl:=k1 to s do begin
T[k]:=T[kl]; kl:=k1+1 end;
for k2:=k2 to s do begin
T[k]:=T[kl]; kl:=kl1+1 end;

end; 10



Analiza kosztu Mergesort

® Liczba porOwnan dla danych rozmiaru n, to T(n):
CT(1)=0
OT(n)=2T(n/2)+n

® Rozwigzanie tego rOwnania, to funkcja T(n)=n logn
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Quicksort

¢ Algorytm Quicksort tez jest szczegolnym przypadkiem
zasady Dziel 1 Rzadz.

® Tu wybieramy jakis$ element (np. A[1]) 1 wzgledem
niego dokonujemy podzialu na elementy mniejsze lub
rowne jemu oraz wigksze (lub rowne). Ten podziat
realizujemy np. algorytmem flagi polskie;.

® Faza rzadzenia, to tylko odpowiednie wywotanie
rekursji.

12



" SN
NIM

®m Gra w NIM jest wariantem gry w zapafki,
Zprzy zatozeniu ze wygrywa ten, kto
wykona ostatni ruch, czyli wezmie ostatnig
zapatke.



Dowodzenle poprajﬁ_ ‘;nosm

procedur i fllIlkCJl |
- rekurencyjnych

. Dowodzqc poprawnos¢ procedur 1 funkCJ1
rekurencyjnych stosujemy bezposrednio metode
indukcji — najlepiej ogolnie indukcji noetherowskiej,
czyli w zbiorze dobrze ufundowanym.

18
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® Zatozmy, ze zb10r A jest dobrze ufundowany za
pomoca relacjir.
® Niech Next(x)={yeA: (X,y)e r}

¢ Jesli dla formuty jednej zmiennej ¢(x) okreslone; w
zbiorze dobrze ufundowanym (A,r) zachodzi dla

kazdego elementu x € A nastepujacy warunek

(VyeNext(x): o(y)) = o(x) (*)
to VxeA: o(x)

19



Dewod twierdzenia o mdu}c

~ noetherowskiej

. Zah’)Zmy, ze w zbiorze dobrze ufundowanym (A,r)
zachodzi warunek (*), a jednak 1stnieje x € A takie,
ze ~@(x). Zatem musi 1stnie¢ X, eNext(x) takie, ze
~0(x,). Ale wtedy 1stnieje tez x_ eNext(x ) takie, ze
~0(X,), ...1td. Konstruujemy nieskonczony ciag

, ... taki, ze dla kazdego 1>0 x eNext(x )

oraz ~@(x ). Pal licho to, ze ~@(x ). Istotne jest to, ze

X=X, X , X
0 1 2

skonstruowalismy nieskonczony tancuch relacjir.
Sprzecznosc.

20
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Klasyfikacja pozycji

m \V grach bezstronnych pozycje dzielg sie na
Wygrywajace
Przegrywajgce

® Umawiamy sie, ze mowimy o pozycjach PO
wykonaniu ruchu. Jesli wiec po wykonaniu ruchu
dajemy przeciwnikowi pozycje przegrywajaca, to
nasz przeciwnik powinien przegrac, jesli bedziemy
grali uwaznie do konca. Jesli natomiast przekazemy
mu wygrywajgcag, a on nie popetni btedu, to wygra.



Pozycje przegrywajgce w NIM

m (0,0,0) z definicji
® (n,n,0): jesli jest ruch przeciwnika, to
bedziemy kopiowac jego ruchy, jak echo

m(1,2,3): po kazdym ruchu przeciwnika
bedziemy mogli doprowadzi¢ do uktadu

(n,n,0)
m ... |cCojeszcze?



Charakterystyka pozycj

m Pozycja jest przegrywajgca, jesli jest
pozycjg koncowg (czyli nie mozna wykonac
juz ruchu) lub nie jest koncowa, ale kazdy
ruch prowadzi do pozycji wygrywajacej

® Pozycja jest wygrywajgca, jesli istnieje ruch
prowadzacy do pozycji przegrywajacej

m Zadnych innych pozycji nie mal
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Aby dobrze grac nalezy...

B . poznac strategie, czyli mieC metode
oceny, czy pozycja jest wygrywajaca, czy
przegrywajgca. Szczegolnie wazna jest
umiejetnosc przechodzenia od pozycji
wygrywajacej do przegrywajgcej, bo czesto
ruchow wygrywajacych nie ma wiele, a w
wielu grach jest tylko jeden z bardzo wielu!



Jak okreslic dobrg strategie?

m Oczywiscie mozna rozwazyc¢ zbior
wszystkich mozliwych przebiegow partii od
danej pozycji | ha jego podstawie
opracowac strategie, ale szczegolnie cenne
sg strategie lokalne, czyli takie, ktore nie
odwotujg sie do dynamiki rozwoju sytuacji,
tylko statycznie dokonujg oceny na
podstawie samego ogladu pozycji



Uktady pozycyjne

m | iczby naturalne mozemy zapisywac w
innych uktadach, niz dziesietny. W
uktadzie o bazie b dysponujemy b cyframi
od 0 do b-1 i kazda liczba naturalna
dodatnia ma jednoznaczne przedstawienie

— n-1 1 0
m (c ..cc,) =c b+ . +cb'+cb

® Na przyktad w uktadzie trojkowym liczba
(121),=1"9 + 2*3 + 1 =16
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Uktad binarny

m Uktad binarny jest uktadem pozycyjnym dla
b=2. Mamy zatem 2 cyfry: 0 oraz 1 | potegi
dwojki, z ktorych sktadamy wartosc liczby,
np.

m(10101),=1"16 + 078 + 14 + 0*2 + 171=21

m Kazdg liczbe dodatnig mozna tak
przedstawiC doktadnie w jeden sposob



Strategia gry w NIM

m Twierdzenie
Pozycja jest przegrywajgca w NIM wtedy i tylko
wtedy gdy liczby zapatek zapisane w uktadzie
binarnym i podpisane jedna pod drugg majg w
kazdej kolumnie parzystg liczbe jedynek.

m Przyktadowo pozycja (1,2,3), czyli
01

>

10
11 JEST PRZEGRYWAJACA, BO MA PO 2

EDYNKI W KAZDEJ KOLUMNIE
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Uktady przegrywajace w NIM

m Uktadem parzystojedynkowym nazwiemy taki
uktad zapatek, ze gdy w zapisie binarnym
podpiszemy jedna pod drugg liczby zapatek w
kolejnych kupkach, to w kazdej kolumnie bedzie
parzysta liczba jedynek

m Przyktad: [1, 6, 7] jest uktadem
parzystojedynkowym, bo

= 1=(001),
= 6=(110),
= 7=(111),



Dowad strategii NIM (indukcyjny)

m Pozycja koncowa (0,0,0) spetnia teze

m Zatozmy, ze teza jest spetniona dla
wszystkich k<n, gdzie n jest sumg liczb
zapatek w kupkach

m \Wezmy teraz pozycje majgcg n zapatek |
rozwazmy 2 przypadki:
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Sytuacja parzystojedynkowa

m Jesli mamy pozycje parzystojedynkowa, to
wykonanie kazdego ruchu doprowadzi nas
do zaburzenia parzystosci w ktorejs z
kolumn oraz do tgcznie mniejszej liczby
zapatek. Na mocy zatozenia indukcyjnego
taka pozycja jest wygrywajgca, a skoro
KAZDY ruch prowadzi do pozycji
wygrywajgcej, to z definicji nasza
wyjsciowa jest przegrywajgca!



Sytuacja nieparzystojedynkowa

m Jesli nasza pozycja jest nieparzystojedyn-
kowa, to wystarcza znalezC pierwszg
kolumne od lewej z nieparzystg liczbag
jedynek i liczbe, ktora jg zawiera (moze bycC
ich 1 lub 3) uzupetni¢ “na site” do uktadu
parzystojedynkowego. Na pewno otrzymamy
mniejszg liczbe, bo najstarszy ruszony bit
zmienit sie z jedynki na zero. Otrzymana
pozycja jest przegrywajgca (indukcja), wiec
nasza jest wygrywajgca (definicja).



Czy liczba kupek jest istotna”

m NIE!

® Nigdzie w dowodzie nie zaktadalismy ze
zapatki sg w 3 kupkach. Ten dowod jest
dobry dla dowolnej liczby kupek (w

szczegolnosci rownej 1)



Sumy gier

® Mozemy umowic sie, ze jesli mamy kilka
gier, to mozemy grac w nie jednoczesnie z
tym samym partnerem na kilku stotach.
Ruch polega wtedy na tym, zeby
Wybrac stot
Na wybranym stole wykonac ruch w grze na
nim sie znajdujgce;
B Suma gier sie konczy, gdy ktorys z
zawodnikow nie moze wykonac ruchu



NIM jako suma gier

B Gdy mamy jedng kupke, wowczas taki NIM
nazwiemy jednowymiarowym. Gdy sg 3 kupki —
trojwymiarowym.

m \W szczegolnosci NIM jest suma trzech
jednowymiarowych NIMow.

m Zauwazmy, ze o ile strategia dla
jednowymiarowego NIMa jest prosta, to dla sumy
juz nie jest taka oczywista.

B Sumy gier zatem w sposob istotny komplikujg
sytuacije.



Funkcja mex

m Dla wiasciwych podzbiorow liczb
naturalnych A <N okreslamy funkcje

mex(A)=min(neN: ngA)
B mex od minimal excluded value
m Przyktady:
mex({0,1,2})= 3
mex({1,3,4,5,8}) =0
mex(parzyste) = 1
itd...
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Funkcja Grundy'ego-Sprague'a

® Niech P bedzie zbiorem wszystkich
mozliwych pozycji w grze 6. Umowmy sie,
ze dla peP zbior Next(p), to zbior pozycji
do ktorych mozna dojsc z p wykonujac
pojedynczy ruch.

®m Na zbiorze wszystkich pozycji gry
bezstronnej okreslamy funkcje

G(p)=0 gdy pozycja jest koncowa lub

G(p)=mex({G(q): geNext(p)}) jesli koncowa nie
jest



"
Podstawowe twierdzenia

m Jesli G(p)=0 to albo p jest pozycja
koncowa, albo dla kazdej pozycji geNext(p)
mamy G(q)#0

m Jesli G(p)#0, to istnieje pozycja geNext(p)
taka, ze G(q)=0.
. czyli mowigc inaczej: pozycja jest

przegrywajaca wtedy | tylko wtedy, gdy
jej funkcja Grundy'ego jest rowna 0.
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Przyktad

®m Gra w 15: zaczynamy od 15 zapatek | na
przemian zdejmujemy 1,2 lub 3 zapatki.
Wygrywa ten, kto wezmie ostatnia.

® Funkcja Grundy'ego dla gry w 15
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Czekolada — ostatni wygrywa
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Gra w 15 na dwoch stotach
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Gra w 15 na dwoch stotach
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Pewna prawidtowosc

m Gdybysmy spojrzeli si¢ na przeciecie i-tego
wiersza i J-te] kolumny | porownali wyniki w
stosunku do wartosci Jednowymlarowej
funkcji Grundy'ego, to zauwazymy, ze..

10 | 10 | 11 | 00
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Funkcja xor

® Funkcja xor :{0,1} --> {0,1} daje wartosc 1
wtedy gdy argumenty sg rozne, a 0, gdy s3g
rowne, czyli ma takg tabele:

O]
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Funkcja xor na zbiorze N

® Mozemy potraktowac kazdg liczbe jako
binarng i xorowac kolejne bity argumentow,
a nastepnie odczytac wynik, np.
Xor(1,2)=3, bo 10 1 01=11
Xor(5,9)=12 , bo 0101 = 1001 = 1100
Xor(1000,1001)=1
... Itd



"SI
Witasnosci funkciji xor

B(xoy)nz=x5a(ynz) (tgcznosc)
BOy=ymQx (przemiennosc)
mxax=0

mxoynx=y (przydaje sie przy kodowaniu)
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Gry bezstronne na kilku stotach

® Twierdzenie Sprague'a-Grundy'ego:
Jezeli gramy na dwoch stotach w gre
bezstronng i dla kazdej z gier sktadowych
znamy funkcje Grundy'ego, to funkcja
Grundy'ego dla sumy dwoch gier p. i p, wyraza
si¢ wzorem G(p,,p,) = G(p,) & G(p,)

Prostym wnioskiem, wynikajgcym z tgcznosci
funkcji xor jest uogolnienie tego wyniku dla n
stotow: G(p.,...,p.) = G(p,) 2...8 G(p_)



" I
Strategia dla NIM jako szczegol-
ny przypadek tw. o sumie gier

m \Vidzimy teraz, ze funkcja Grundy'ego dla
jednowymiarowej gry NIM jest bardzo
prosta: G(n)=n. Strategia dla n stotow
wylatuje nam, jak z rekawa.

m \V rzeczywistosci dowod twierdzenia o
sumie gier jest bardzo podobny do
przytoczonego dowodu o NIM.



e
| na zakonczenie...

® Zadanie: opracowac strategie dla
antyNIMa, czyli gry w NIM, w ktorej ostatni
biorgcy zapatke przegrywa.

®m Uwaga: wcale nie jest to proste, bo

antyNIM nie jest sumg jednowymiarowych
antyNIMow.

© Piotr Chrzgstowski-Wachtel
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