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Kombinatoryka (2)




*zy da sie znalezC wzor na
liczby Fibonacciego?
Tak, ale tu trzeba troche pomeczyc.
Mamy rownanie postaci
I:n:Fn-l-H:n-Z
Jest to rownanie z klasy rownan
homogenicznych, czyli takich, gdzie n-ty

wyraz zalezy liniowo jedynie od statej liczby
wyrazow poprzednich, jest wiec postaci

a.—c,a,,+ca +...+ca . (tur=2, c,=c,=1)



= e
Twierdzenie

Niech a,=c,a. ;+c.a,,*...+Cca,  bedzie
homogeniczng rekurencjg liniowg i niech
ciggi b, oraz b,' spetniajg te rekurencje

wtedy ciggi b,+b.' oraz ab, dla dowolnej
statej a tez spetniajg te rekurencje.

Zatem jesli znajdziemy jakies rozwigzania
danej rekurencji, to dowolna kombinacja
linlowa tych rozwigzan tez bedzie
rozwigzaniem tej rekurencii.



=
Ogoblna metoda

Majgc dang zaleznosc rekurencyjng
anzclan-1+C2an-2+' : '+Cran—r

prébujemy znalez¢ rozwigzania postaci a=x..
X"=C, X" 1+C, X2+, .. +C X", czyli
X"-C,X"1-c x"2-...-c X" =0, czyli
X'-CX1-C,X2-...-Cc, =0

(podzielilismy obie strony przez x")



o
Rownanie charakterystyczne

Otrzymane rownanie

X'-C X 1-C,x2-...-Cc, =0

nazywa sie rownaniem charakterystycznym
danej rekurencji.

Pierwiastki tego rownania sg dobrymi
kandydatami na rozwigzanie rekurencii.

Po wyznaczeniu pierwiastkow za pomoca
warunkow poczgtkowych okreslamy state,
ktore wystepujg przy kolejnych potegach
pierwiastkow.



.
Lemat

Jesli X, 1 X, sg roznymi pierwiastkami
rownania
X?=AX+B,
to rownanie rekurencyjne
An = Aan-l + Ban-z
ma rozwigzanie postaci
a,=C,X;" + C,X,"



eZastosujn osujmy ten lemat do liczb
Fibonacciego

Poniewaz F =F,_,+F_,, wiec A=B=1 | nasze
rownanie przyjmuje postaé x2=x+1,
a pierwiastkami tego rownania sg liczby
@=(1+V5)/2 oraz w=(1-V5)/2, zatem
rownanie rekurencyjne

F.=F, .+ F.
ma rozwigzanie postaci

Fn=C,@" + Coy"

dla pewnych statych c,,c,.



=
Wyznaczamy state c1 1 c2

State ¢1 1 c2 wyznaczymy z warunkow
poczagtkowych. Wiemy bowiem, ze FO=0i F1=1,
wiec wystarczy podstawic n=0, zeby otrzymac
jedno rownanie, a potem n=1, zeby otrzymac
drugie rownanie z dwiema niewiadomymi.

Mamy wiec F,=c,¢° + ¢,y czyli 0=c, + c, oraz

F,=c,0* + c,y! czyli 1=c,¢p+ c,y

Rozwigzujgc ten uktad rownan dostajemy
c1=1/5i c2=-115

Zatem ostatecznie F =(1/V5)(p" - y").



Interesujgce zadanie.

mPiraci majg skarb — 100 dukatow. Muszg go
podzieliC miedzy soba.

mPostanowili ustaliC takie reguty.



Reguty piratow

1.Najpierw urzgdza sie konkurs sity “na reke” ustalajgc
hierarchie od najsilniejszego do najstabszego.

2. Najsilniejszy proponuje sposob podziatu

3. Piraci gtosujg za propozycjg. Jesli proponent uzyska 50%,
Jjest ona ostateczna. Jesli nie, to proponent jest wyrzucany
za burte — a w morzu roi sie od rekinow — w tym
przypadku do gtosu dochodzi nastepny pod wzgledem sity
I powtarzamy punkty 2 i 3. Az do skutku.



=
Priorytety piratow

1.Przede wszystkim chodzi o to, zeby przezyc, czyli zeby
propozycja zostata zaakceptowana.

2. W ramach propozycji, ktore zapewniajg przezycie
wybieramy te, ktora maksymalizuje zysk proponenta

3. Przy gtosowaniu, jeSli obie mozliwosci dajg gtosujgcemu

tyle samo, to gtosuje na NIE (piraci majg zadawnione
zadry i chcg pozbyc sie nielubianych kamratow).



" J
Czy to wystarczy, zeby ustaliC
strategie proponenta?

mOkazuje sie, ze tak! Wszystkie dane do
rozwigzania zadania jJuz mamy.

mOczywiscie strategia zalezy od liczby piratow.

mZaczniemy od matych liczb. Niech n bedzie
liczbg piratow.



















































Ogolny schemat:

Jesli n<203, to musisz rozdac¢ po jednym
dukacie tym piratom, ktorzy majg te sama
parzystosc co Ty, poczynajgc od
najstabszego , a konczgc na tym, ktorego
numer jest wcigz mniejszy, niz Twoj.
Reszte dukatow bierzesz dla siebie.



=
Ogolny schemat:

Jesli n>202, i nie jest postaci 200+2%dla
pewnego k, to sorry, ale czeka Cie kgpiel
Z rekinami niezaleznie od tego, co
zaproponujesz.

Jesli jednak n=200+2k dla pewnego k, to jesli
K Jest parzyste, to rozdajesz dukaty (po
jednym) piratom 1,3,5,...,199, zas jesli k
jest nieparzyste, to rozdajesz je piratom

2 4,6,...200.




=
Na ile sposobow mozna

podzieliC zbior n-elementowy na

roztgczne podzbiory?
Klasyczny problem kombinatoryczny.

Uzyjemy podobnej metody — zaczniemy od
matych wartosci n, zeby rozpoznac o co
chodzi | sprobujemy odnies¢ wyniki dla
wiekszych wartosci w odniesieniu do
mniejszych.



=
Zacznijmy od nazwania

Oznaczmy liczbe mozliwych podziatow
n-elementowego zbioru na niepuste
podzbiory przez B(n).



n=0
Przypadek sprawiajgcy czasami ktopot.
Przyjmijmy B(0)=1.

Jest to pusty podziat. Oczywiscie jedyny.



n=1

A={1}

B(1)=1



A={1,2)

B(2)=2






n=4  A={1,2,3,4)
k

=2 k=3 k=4

1 7 6 1
B(4)=1+7+6+1=15



ol
Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Definiujemy S(n ,k), jako liczbe podziatow
zbloru n-elementowego na k roztgcznych
niepustych blokow.

Na poprzednim slajdzie mielismy

-5(4,1)=1

- S(4,2)=7

- 5(4,3)=6

- 5(4,4)=1

Mamy takze B(n)=S(n,1)+S(n,2)+...+S(n,n)
dla kazdego n.



Pomyst!

Rozwigzmy nieco prostszy problem
wyznaczenia liczb Stirlinga drugiego
rodzaju S(n,k) dla kazdych (n,k) i
wysumujmy wyniki wzgledem k, zeby
otrzymac B(n).



" S
Co mozemy od razu powiedziecC
0 S(n,k)?
~5(0,0) =1
~S(n,0)=0 dla n>0
-S(n,1)=1
-S(n,2)=2"-1-1
—S(n,n)=1
—-S(n,k)=0 dla k>n lub k<O



A najwazniejsze, to rekursja

Zatozmy, ze n>0 | nasz problem wyznaczenia
S(n,Kk) jest rozwigzany dla wszystkich
zbiorow 0 mocy rownej n-1.

Wktadamy element n-ty do naszego zbioru,
ktory ma n-1 elementow | probujemy
wyznaczyc¢ liczbe S(n,k).

Sg dwa przypadki.



Przypadek pierwszy

Nasz nowy element utworzy nowy
jednoelementowy zbior — wtedy moze on
byC sparowany z dowolnym z naszych
uktadow S(n-1,k-1), bo powstaje nowy k-ty
zbior.



"
Przypadek drugi

Nasz nowy element trafi do jednego z
Istniejgcych k podzbiorow, na ktore byt
podzielony nasz (n-1)-elementowy zbior.
Takich opcji jest k, wiec dostaniemy tgcznie
k-S(n-1,k) mozliwosci.



" A
Ostatecznie

Dla O<ksn mamy

S(n,k)=S(n-1,k-1)+ k-S(n-1,k) .



Tabela Stirlinga

n K=0 TK=1 [K=2 [K=3 [K=4 [K=5 [K=b [K=7 [K=8 |[K=9
0 T

1 U 1

2 0 T T

3 0 T 3 T

Z 0 T 7 6 T

5 0 T 15 25 10 T

6 0 T 3T 90 65 15 T

7 0 T 63 30T [350 [ 140 |21 T

8 0 T 127 [966 [ 1701 [ 1050 [ 266 |28 T

9 0 T 255 [ 3025 [ 7770 [ 6951 [ 2646 [462 |36 T




Tabela Stirlinga

n K=0 [K=1 [K=2 [K=3 [K=4 [K=5 [K=0 |K=7 [K=8 [K=9 [B(Nh)
0) 1 1

1 U 1 1

2 0 1 1

3 0 T 3 T 5

4 0 1 7 6 T 15

5 0 1 15 25 10 T 52

6 0 T 3T 90 65 15 T 203
7 0 T 63 301 [ 350 [ 140 |21 1 877
8 0 T 127966 | 1701 [ 1050 [ 266 |28 T 4030
9 0 1 255 [ 3025 | 7770 [ 6951 [ 2646 | 462 | 36 T 21147




"
Wzor Dobinskiego

Mato jest wzorow w matematyce nazwanych
od nazwisk polskich autorow.

Tu mamy o tyle ciekawg sytuacje, ze nikt
prawie nie wie, kto to byt Dobinski, a nawet
Jak sie doktadnie nazywat.

Donald Knuth nawet wyznaczyt nagrode dla
pierwszej osoby, ktora poda mu jego imie.



" S
Co dzis wiemy o nim?

Donald Gabriel Dobinski urodzit sie w
potowie XIX wieku w Stare] Wsi, 4 km od
Kutna. Jego zong byfa Karolina Kruszynska
p.v. Tintz. Pracowat na kolel Warszawsko-
Bydgoskiej | opracowat "Bezpieczny
system dla kolei na modte uktadu o
zapobieganiu zderzeniom na morzu".
Wszystkie swoje listy | prace podpisywat G.
Dobinski.



" J
Obserwacja wartosci pewnego

szeregu
Rozwazamy nieskonczong sume postaci

09/0! + 19/1! + 26/21 + 30/31 + 45/41 + ... =
1+ 1 +1/21 +1/31 +1/4! + ... =¢



" J
Obserwacja wartosci pewnego
szeregu

Co by byto gdyby zamiast zer w potegach
byty jedynki?

O/0! + 1411 + 21/2! + 31/31 +41/4) .. =
o+ 1 + 1 +1/21 +1/3!...=e€

To samo!
A inne poteqi?



" J
Odkrycie Dobinskiego

Dobinski badat szeregi postaci

On/O! + 1n/1!1 + 2n/21 + 3n/31 +41/4!1 ...

dla wszystkich naturalnych liczb n.



=
ZbieznoscC szeregow

Okazuje sie, ze szeregi te dla kazdego n sg
zbiezne, co mozna tatwo sprawdzic chocCby
stosujgc kryterium d’Alemberta.

Zatem zeby nie wiadomo jak duze n wzigc,
suma takiego nieskonczonego szeregu jest
zawsze skonczona.

Znamy te sume dla n=0,1. Co dalej?



" S
Wyniki obliczen dla pierwszych
siedmiu wartosci n (15 wyrazow)

n=0: 2,71828182845899
n=1: 2,/1828182845823
n=2: 5,43656365690499
n=3: 13,5914091420847
n=4: 40,7/74227423501
n=5: 141,350655025445
n=6: 551,811210301/34



" S
A co by byto, gdyby te wyniki
podzieliC przez e”?

n=0: 1,00000000016885
n=1: 1,00000000016857
n=2: 2,00000000033293
n=3: 5,000000000/6691
n=4: 15,000000001288
n=5: 51,999999988/7595
n=6: 202,99999971222



...a PO zaokragleniu:

n=0: 1
n=1. 1
n=2: 2
n=3: 5
n=4: 15
n=5. 52

n=6: 203



"
Wzor Dobinskiego (1877)

Dzisiejsze sformutowanie:



"
lloczynowy wzor Dobinskiego

Mato znany inny, tym razem iloczynowy,
wzor Dobinskiego (1876)

a0 | ." £
I_l [tan [_2‘ xj]'-" ) = 4 sin x
k=0




=
Fragment oryginalnej pracy

Dobinskiego

Summirang dor Relhe X fir m =1, 2, 3, 4,5, ...

1) Bezeichnet man die Summe der Reihe fir m = 1 mit 2‘:5!-.

s0 hat man:

= n

Ta =1 +atartat 1'*""‘12"‘12,3"'
also die bekannte Formel,

2) Weil

80 erhilt man durch Addition:
3 4 b
% —1+2+75 95T igsa T
Daher gilt die Gleichung:

® a2 98 33 4%
z;i = 1+ﬁ+3-!+4_!+-“ = 2e



" J
Podziekowania

nalezg sie mojemu synowi, Antoniemu, za
swietne rysunki piratow.
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