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" J
Zbiory skonczone

B Przez wiele lat kombinatoryka nie cieszyta
sie zbyt wielkim powazaniem wsrod
matematykow.

B Informatyka zmienita to podejscie catkowicie

B Okazato sie, ze do analizy algorytmow sg
potrzebne zaawansowane metody
matematyczne, a problemy stawiane przez
kombinatoryke nalezg do najtrudniejszych
(liczby Ramseya).



"
Typowe zadanie kombinatoryczne

B [le elementow liczy dany skonczony zbior?

B Poczatki kombinatoryki: Blaise Pascal | jego
“Traité du triangle arithmetique (1655)".

B Pascal analizuje “swoj” trojkat | dowodzi
kilkanascie jego wtasnosci, w tym
najwazniejszg: na przecieciu n-tego wiersza i
k-tej koluny znajduje sie C(n,k) — liczba
wyborow k-elementowego podzbioru ze
zbioru n-elementowego.



"
Programisci lubig kombinatoryke

B Studenci matematyki czesto nie lubig
kombinatoryki; zresztg czesto jej nie majg w
curriculum studiow matematycznych.

B Studenci informatyki na odwrot.
B Czemu?



" A
Zliczanie elementow zbioru

B 53 dwa problemy przy zliczaniu elementow

Zbioru:

— zeby zauwazycC kazdy przypadek

— zeby zadnego nie policzyC dwa razy

B To jest bardzo typowa sytuacja przy

programowaniu: czesto musimy obstuzyc
pewng skonczong liczbe sytuacji. Chodzi o
to, zeby

— nie przegapic zadnej mozliwosci

— dwa razy nie nie obstuzy¢ jednej sytuacii



" S
Definicje

Arystoteles, ustalajgc naukowe standardy na
wieki, podat nastepujacg regute dotyczaca
definiowania:

Definicja powinna sie sktadac z pojec
definiowanych (definiendum) i zdefiniowanych
(definiens). Te pierwsze definiujemy za pomocg
tych drugich. Te drugie, to aksjomaty, ktore
przyjmujemy jako dane oraz juz zdefiniowane
wczesniej pojecia.

Definiendum i definiens powinny byc¢ roztgczne —
nie mozna nowych pojec definiowac za pomocag
pojec jeszcze nie zdefiniowanych.
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Rekurencja

Rekurencja jest metodg definiowania z
pozoru tamigcg te zasade.

Rekurencyjnie definiujemy obiekty odwotujgc
sie do aksjomatu indukcii.
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Definicje rekurencyjne
Silnia

0! =1
n! = n(n-1)! dla n>0

zamiast
n'=1.2.3....-n



" S
Cigg arytmetyczny

X, = a
X =X +d
n n-1
zamiast
X =a + (n-1)d



"
Cigg geometryczny

X = a
X =X . -Q

n-1

zamiast
x =a-q"
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Dodawanie, gdy umiemy tylko

dodawac jedynke
albo x dlay=0
X+y =
albo (x+(y-1))+1 dla y>0,

gdzie z kolei y-1 = z takie, ze (z+1)=y.



" A
Mnozenie

albo 0 dlay=0

albo x+(x-(y-1)) dlay>0,



" S
Potegowanie

albo 1dlay=0
X' =
albo x-(x¥") dlay>0,



"
Hiperpotegowanie

alboo 1 dlay=0
X1y =
albo x*'%") dla y>0,



" S
Hiper-hiper-potegowanie

albo 1 dlay=0
XMy =
albo xt(xf(y-1)) dla y>0,



"
Trojkat Pascala

p(n,0) =1 dla kazdego n=0
p(0,k) =0 dla kazdego k>0

p(n,k) = p(n-1,k-1) + p(n-1,k) dla kazdych
n,k>0 K
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Wzor Pascala (Newtona)

Whasnosc trojkata Pascala

B (1) n!
P~ (k)= Ki(nek)




Zadanie z matury 2018

* Liczby 1,2,3,4,5,6,7,9 ustawiono losowo w ciag.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zadne dwie
liczby parzyste nie wystgpig obok siebie?

e Zadanie sprowadza sie do wyznaczenia liczby
ciagow ztozonych z 5 jedynek i 3 zer (nieparzyste-
parzyste) takich, ze zadne dwa zera nie sgsiaduja.

* Otrzymany wynik pomnozymy przez 5!3! |
podzielimy przez 8! wyznaczajac szukane
prawdopodobienstwo.



Podejscie rekurencyjne

Zatozmy, ze mamy | jedynek i z zer. Niech 1(j,z)
bedzie liczbg ciggow z nich ztozonych bez
sgsiadujacych zer.

Co wiadomo od razu?
f(j,0) =1 = (0,1)

f(0,z) = 0 dla z>1

f(,z) = 1(-1,z-1) + 1(-1,2)

M

pierwsze jest zero pierwsza jest jedynka



Podejscie rekurencyjne

Zatdzmy, ze mamy | jedynek i z zer. Niech f(j,z)
bedzie liczba ciagow z nich ztozonych bez
sasiadujacych zer.

Co wiadomo od razu?
f(j,0) =1 = (0,1)

f(0,z) = 0 dla z>1,

f(j,z) = 1(-1,z-1) + 1(j-1,2)

" T

pierwsze jest zero pierwsza jest jedynka

czyli 1(j,z) = p(j+1,2)



Tabela dla f(],z)

* Przekatne sa wierszami trojkata Pascala

0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
2 1 2 0 0 0 0
3 1 3 1 0 0 0
4 1 4 3 0 0 0
5 1 5 6 1 0 0
6 1 6 10 4 0 0
7 1 7 15 10 1 0
38 1 8 21 20 5 0



Tabela dla f(],z)

* Sumy wierszy, to kolejne liczby Fibonacciego!

0 1 2 3 4 5 S
0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 2
2 1 2 0 0 0 0 3
3 1 3 1 0 0 0 )
4 1 4 3 0 0 0 8
) 1 5 6 1 0 0 13
6 1 6 10 4 0 0 21
7 1 7 15 10 1 0 34
8 1 8 21 20 5 0 55



Liczby Fibonacciego
:O =0
:1 -1

.= F. ,+F _, dan>1

01123581321345589 144 233377
610...
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Nieporzadki

Nieporzgdkiem nazwiemy kazdg permutacje,
w ktorej zaden element nie zachowuje
SWoje| pozycj

Pytanie: ile jest nieporzadkow n-elemento-
wych?



. Jak wyznaczyc liczbe

nieporzadkow?

Niech D _ bedzie liczbg n-elementowych
nieporzadkow.
D, =0, D,=1. Co dalej?

Podzielmy nieporzadki n-elementowe na
dwie klasy:

— do pierwszej zaliczymy te, w ktorych liczba n
| jeszcze jakas inna liczba | zamienity sie
miejscami. Liczbe j mozna wybrac¢ na (n-1)
sposobow. Takich nieporzgadkow jest

zatem (n-1)D_ .



" S
Nieporzgdki — zliczanie

Do drugiej klasy nalezg te nieporzadki, w
kKtorych liczba n nie zamienita sie z zadng
iINnng miejscami. Na ostatnim miejscu moze
stac dowolna liczba i<n. Poniewaz n nie
moze stac na pozycji i-tej (bo sie nie
zamienito miejscami), wiec faktycznie n
pefni role liczby I, zatem pozostate
elementy mozna ustawic na D_, sposobow.

To nam daje (n-1)D__, ustawien.
Ostatecznie D_ = (n-1)(D_,+D_,) dla n>2.



"
Jak rozwigzac to rownanie?

Mamy co prawda metode wyznaczenia D dla

dowolnego n, lecz jest to metoda zmudna,
wymagajgca obliczenia wszystkich
poprzednich wartosci D, dla k<n.

Pora na czary.



gozquywani_e rownan

rekurencyjnych

D =(n-1)(D_,+D_,) przy czym D,=0, D,=1.

Podstawmy Bj = Dj/j! dla wszystkich j=1,2,...,n.

Wtedy nB =(n-1)B_,+B_,

lub rownowaznie n(B -B_.,)=-(B_,-B_.,)

NiechterazC_=B -B_.

wtedy nC_=-C__
C,=B,-B.=¥%2D,-D, =%

z warunkiem poczgtkowym

Ostatecznie C =(-1)"/ n!



"
Wracamy do D_

C =(-1)"/n!

C.=B-B_.

B,=D,/]

ZatemB =C +B_ =

(-1)°/01+(-1)Y/11+ ... + (-1)"/n!

| w koricu D =n!((-1)°/01+(-1)/11+ ... + (-1)"/nl)

= n! (1-1/21+1/31-1/41+... + (-1)"/n!)



"
Na marginesie

Wartos¢ w nawiasie
(1-1/21+1/3!-1/4'+... + (-1)"/n!)

jest bardzo bliska warto$ci e*=0,367879441,
wiec takie bedzie tez graniczne
prawdopodobienstwo tego, ze losowa n-
elementowa permutacja okaze sie
nieporzadkiem (przy n dazacym do
nieskonczonosci).
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