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dukcja matematyczna




" B
Indukcja — zupetnie nowy
Sposob rozumowania

B |[ndukcja matematyczna jest pomystem
starym jak swiat, | na tyle prostym, ze dosc
POZNO zauwazono, ze jest w ogole o czym
rozmawiac i ze wcale nie jest oczywiste, jak
wielkg site daje.

® Pierwszy, ktory sformalizowat pojecie
indukcji matematycznej byt Blaise (Btazej)
Pascal — uzyt je] do pokazania paru
wtasnosci “swojego” trojkata.



O co chodzi?

B Pomyst jest taki: zamiast mowicC o pewnych
wtasnosciach obiektow wprost, zrobmy to
“informatycznie” - powiedzmy cos o wiasnosci

jakegos wybranego obiektu, a nastepnie zleCmy

Kazdemu obiektowi, ktory ma te wtasnosc, prze-

Konanie innych obiektow, ze tez te wtasnos¢ maja.

® Jesli uda sie nam w ten sposob dotrzec do
wszystkich obiektow, to mozemy powiedziec, ze
powiedzielismy wszystko o wszystkim, co
chcielismy.




" S
Co to znaczy “dotrzec™?

B Trzeba to ustalic. Normalnie robi sie to tak,
ze ustala sie relacje miedzy elementami
mowiaca, kto kogo ma “powiadamiac’.

®m Najprosciej robi sie to w liczbach
naturalnych: relacja powiadamiania moze
byC relacjg “+1” (czyli n powiadamia n+1 dla
kazdego n). Jesli powiadomimy o czyms O, a
nastepnie powiemy “niech kazdy powiado-
miony powiadomi liczbe o 1 wiekszg, to
wiadomosc do wszystkich dotrze.



" SN
Co to jest to “cos”, o czym
powiadamiamy?

B Moze to by¢ definicja jakiegos ciggu
wartosci. Ustalmy, ze cigg, to jest
a a.,a,.., | ze kazda liczba naturalna jest

odpowiedzialna za “swoj” wyraz ciggu,
zatem dla kazdego n liczba n jest
odpowiedzialna za okreslenie a .



" S
Przyktady definicji indukcyjnych

® Dl|a pewnych wartosci poczatkowych a,d:
a =a
a =a +d

m Zatem jesli np.
a=3, d=5, to mamy ciag 3, 8, 13, 18, 23 ...
a=-6, d=2, to mamy ciag -6, 4, -2, 0, 2...
a=0, d=0, to mamy ciag 0, O, O, ...

m Mozna tez ogolnie podac wzor a =a +nd, (albo

a =a +(n-1)d),co bedzie stanowito inng definicje.



Definicje indukcyjne - cd

® Dl|a pewnych wartosci poczatkowych a,q:
a =a
an+1=q><an

m Zatem jesli np.
a=3, d=95, to mamy ciag 3, 15, 75, 375, ...
a=-6, q=2, to mamy ciag -6, 36, -216, 14906...
a=0, g=0, to mamy cigag 0, 0O, O, ...

m Mozna tez ogolnie podac wzor a =a q", (albo

a =a q""),co bedzie stanowito inng definicje.
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Przyktad nieco ciekawszy —
Liczby Fibonacciego
m F,=0,
mF,=1,
nF =F_+F__ dlan>1.
® Mamy wiec taki cigg wartosci:
0112358132134 5589 144 233 377...

m Czy potrafimy podac wzor na n-tg liczbe
Fibonacciego?



Nieco inne podejscie

B Tym razem nieco zmienimy zasade: to nie
ja znajgc jakgs wartosc¢ rozgladam sie,
komu by jg oznajmic (tak jak a, oznajmiat jg

a . .1), tylko odwrotnie — nie znajgc wartosci
rozgladam sie za tymi, ktorej obliczenie
moga mi umozliwic.

m \V zasadzie poprzednie podejscie tez by
tak mozna byto przedstawic (a,,, pyta sie ,
Czy a, moze mu juz pomoc).



" B
Przyktad

m P, — zestaw wartos$ci dla roznych i,j takich,
ze 0<i<.
P, ;=0 dla kazdych i,j takich, ze i<j
Py =1, dla kazdego |
Pi,j:Pi-1,j+Pi-1,j-1



"
Tabela dla P;,

B Pierwsza kolumna jest ztozona z jedynek

® Pierwszy wiersz ma same zera poza
pierwszym elementem.
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Trojkat Pascala

B Pierwsza kolumna jest ztozona z jedynek

® Pierwszy wiersz ma same zera poza
pierwszym elementem.
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Wzor na P

m Czy uda si¢ nam wyprowadzi¢ wzor na P; ;7

m Nie jest to proste, ale istnigje
eudowodniony przez Pascala wzor
korzystajgcy z funkcji “silnia”.

B Nl=1x2x3x4x...xn

m .. albo po naszemu:

0!=1
n!=nx(n-1)!



Liczba wyborow podzbiorow

m \\Vzor Pascala

P..=

]
B II(%))]




Bardzo ciekawa funkcja

® A(m,n) — funkcja Ackermanna, okreslona
dla naturalnych wartosci m,n:

A(0,n)=n+1
A(m,0)=A(m-1,1) dla m>0
A(m,n)=A(m-1,A(m,n-1)) dla n,m>0



Wartosci funkcji Ackermanna

® Poczagtkowy fragment tabel

0 1 2 3 4 5. |n
0 1 2 3 4 5 6. |n+1

11 2 3 4 5 6 7, [2+(n+3)-3

2 3 5 7 9 11 13|,,, [2x(n+3)-3

3 5 13 29 61 125 .. [2(0*3).3

4| 13| 65533[265536_3|A(3,265536_3) A(3,A(4,3))|... 2T2T2T..12-3
5

n+3 razy




" S
Ciekawa witasnosc funkcj
Ackermanna

® Nie znamy wzoru na A(m,n). Jedyna
dostepna metoda wyznaczenia wartosci tej
funkciji, to po kolel je oblicza¢ korzystajgc z
wczesniejszych wartosci.

® Nie tylko nie znamy wzoru, ale wiadomo, ze
nie moze go byc!

® \V pewnym sensie definicja indukcyjna
okazata sie silniejsza niz przez podanie
wartosci wprost!



Dowody indukcyjne

® Podobnie, jak definiowaliSmy rozne pojecia
indukcyjnie, mozemy dowodziC pewnych
wtasnosci.

® Chodzi o dowodzenie zdan o liczbach
naturalnych (na razie!), czy wrecz o
ciggach wartosci naturalnych.

m |dea jest ta sama: pokazujemy, ze pewna
wtasnosc¢ zachodzi dla jakiejs poczatkowe]
wartosci (np. 0), a potem pokazujemy, ze
jesli zachodzi dla n, to zachodzi tez dla n+1
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Sprobujmy!

®m Pokazmy, ze dla ciggu arytmetycznego
a,=a, a.,.=a,+d zachodzi wzor
a.=a+(n-1)d

m Dla n=1 mamy a,=a+(1-1) =a, czyli sie zgadza.

n

B Zatlozmy wiec, ze dla k=1,2,...,n wzor jest prawdziwy,
czyli a,=a+(k-1)d

m  Pokazemy, ze dla k=n+1 tez jest prawdziwy. Zatem
a..,=a,+d= a+(n-1)d +d = a+nd-d+d=a+nd OKI



" S
Cos trudniejszego!

m Pokazmy, ze dla tego samego ciggu
arytmetycznego a+a,+...+a_ = 72 (a,+a,)xn

m Zatem dla n=1 mamy 7 (a,+a,)x1 = a, czyli si¢
zgadza.

m Zatozmy wiec, ze dla k=1,2,...,n wzor jest
prawdziwy. Pokazemy, ze dla k=n+1 tez jest
prawdziwy. Zatem chcemy pokazac, ze a,+a,+...

+a_ +a .= Y2 (a,*ta. . )x(n+1) korzystajac z
zatozenia, ze a,*a,+...+a_= "2 (a,+a )xn



Cos trudniejszego!

m a,ta,t..+ta t+ta .=

=% (a+a )xn+a ., =

= %2 (a,+a,+(n-1)d)xn +a,+nd=

= %2 (2na;+n(n-1)d +2a,+2nd)=
Y2 (2(n+1)a,+nd(n-1+2))=
Y2 (2(n+1)a,+nd(n+1))=
= %2 (2a,+nd)(n+1)=
=%z (a,+a,+nd)(n+1)=
=% (a,+a,,,)(n+1) CND
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Jak sie ma indukcja do
programowania®?

m Bardzo czesto rozwigzujgc problemy
potrafimy sprowadzic je do rozwigzan dla
danych mniejszych rozmiarow.

m \Wystarczy zatem opracowac ten jeden
krok: jak z rozwigzania dla matych danych
utworzyc rozwigzanie dla (nieco) wiekszych
danych plus rozwigzac problem dla bardzo
matych danych!



Divide et impera

® Starozytni Rzymianie znali t¢ zasadg
® Latwiej si¢ rzadzi, jesli poddani sg podzieleni

® Nie chodzito im jednak bynajmniej o podziaty
administracyjne

® Chodzito o to, zeby sktoci¢ poddanych!
® ... my zrobimy to bardziej humanitarnie.
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Z.asada dziel i rzadz w

programowaniu

® Chodzi o to, zeby po pierwsze umiec rozwigzac
problem dla matych danych

® ... a po drugie, zeby majac duze dane tak je
podzieli¢, aby problem sprowadzi¢ do kilku
mniejszych podproblemow, a potem scali¢ wyniki.

® Idealnie nadaje si¢ do tego mechanizm rekursji, ale
mozna sie cz¢sto bez niej obyc.
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Znajdowanie minimum i

maksimum w tablicy

® Jak znalez¢ jednoczesnie dwie wartosci:
najwiekszg 1 naymniejsza w tablicy?
® Rozwigzanie:
Ipodzielmy tablice na dwie ,,potowki”

Trozwigzmy problem maksimum-minimum w kazdej z
nich, otrzymujac pary (minl,maxl),(minp,maxp)

“Iwynik, to para(min(minl,minp), max(maxl,maxp))

® Czy cos zyskaliSmy?
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Analiza zlozonoscli

® Gdybysmy te dwie wartosci znajdowali po kolel,
wykonalibysSmy 2(n-1) poroéwnan.
® Oznaczmy przez T(n) liczb¢ porownan
wykonywanych przez nasz algorytm dla n danych
CIT(1)=0
O T(n)=2T(n/2)+2
® Rozwigzanie tego ukladu jest dos¢ proste. Mozna
przez indukcje pokazaé, ze dla n=2k
1T(n)=(3/2)n-2

32



Twierdzenie Pohla

® Problemu min-max nie da si¢ rozwigzac taniej niz
za pomocg (3/2)n1-2 poréwnan.

® Dowdd (bardzo ciekawy) w ksigzce
L.Banachowski, A.Kreczmar ,,Elementy Analizy
Algorytmow”.

33
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