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Rachunek
prawdopodobienstwa




" J——
Rachunek prawdopodobienstwa

B Jedna z najbardziej intuicyjnych dziedzin
matematycznych

B Petna fatszywych intuicji

B Przez lata uprawiana na zasadzie machania
rekami

B Zaksjomatyzowana dopiero w 1930 roku.



" J
Typowe btedy

B Prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie orzet w
rzucie monetg wynosi 1/2 i wynika to z aksjomatow
Kotmogorowa.

® Mozna wylosowac dowolng liczbe catkowitg z
rownym prawdopodobienstwem.

B Mozna obliczyc, jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze wojna na Ukrainie skonczy sie do konca
sierpnia.

B |stnieje cos takiego, jak losowa cieciwa okregu.



" J
Mimo tego

® Rachunek prawdopodobienstwa jest jedng z
najbardziej uzytecznych dziedzin matematycznych.

B Takie sektory gospodarki, jak bankowosc,
ubezpieczenia, biorg specjalistow na pniu.
® \V informatyce sg dwa duze zastosowania:
— w algorytmice
* do szacowania srednich kosztow algorytmow

* do tworzenia i analizy algorytmow
randomizowanych

— w sztucznej inteligencji do analizy danych
(korelacje, przyczynowosc,...)



" A
Zmienna losowa

B Jedno z najwazniejszych pojeC matematycznych
B Kodowanie wydarzen za pomocag liczb i okreslanie
ich wtasnosci ilosciowo.

B Za zmienng losowg mozemy uznac dowolng
funkcje ze zbioru zdarzen w zbior liczb
rzeczywistych.



" J
Rozktad zmiennej losowe]

B \Wartosciom zmiennych losowych przypisujemy
prawdopodobienstwa.

B \W przypadku dyskretnym jest to w miare proste —
po prostu okreslamy dla kazdej wartosci zmiennej
losowej je] prawdopodobienstwo.

B\ przypadku ciggtym uzywamy przedziatow
wartosci zmiennej losowe| — pojedyncza wartosc
ma zazwyczaj prawdopodobienstwo rowne zero
(krzywa Gaussa to nie jest funkcja wartosci
prawdopodobienstw!).



WartosC oczekiwana zmiennej
losowej

B Mylona czesto z wartoscig srednia.

B Jest sumg (lub catkg) wartosci zmiennej losowej
przemnozonej przez funkcje gestosci jej rozktadu w
kazdym punkcie.



" A
Niezaleznos¢ zdarzen

® Jedno z podstawowych pojec.

B Formalnie dwa zdarzenia sg niezalezne, jesli
P(AnB)=P(A)P(B)

B Tak naprawde chodzi o to, zeby P(A)=P(A|B), gdzie
przez P(A|B) rozumiemy prawdopodobienstwo

tego, ze zaszto zdarzenie A pod warunkiem ze
zaszto zdarzenie B.



" S
Przyktad — dwojka dzieci

® Na potrzeby przyktadu przyjmijmy dwa zatozenia
(oba w rzeczywistosci fatszywe).

— prawdobodobienstwo urodzenia dziecka
danej ptci jest rowne 1/2

— ptecC kolejnych dzieci danej pary jest
niezalezna od poprzednich.



" S
Przyktad — dwojka dzieci

B Spotyka sie dwoch kolegow szkolnych po latach.
— Co u ciebie stychac?
— Ozenitem sie, mam dwojke dzieci.
— A masz coreczke?
— Mam
— To pewnie tez masz synka?
— Skad wiesz?
— Obliczytem!



" S
Przyktad — dwojka dzieci

® \Wyglada na absurd: jak mozna obliczy¢ cos, co ma
prawdopodobienstwo 1/27?

B Jesli przyjrzymy sie tej sytuacji blizej, okaze sie ze
ten drugi pan miat racje: prawdopodobienstwo
posiadania syna, gdy wiadomo, ze jednym z dzieci
jest corka jest rowne 2/3.



" S
Przyktad — dwojka dzieci

B Przestrzen zdarzen elementarnych:
- DD 1/4
- DC 1/4
- CD 1/4

- CC 1/4

® Okreslmy teraz dwa zdarzenia:
— Ch — jest wsrod dzieci chtopiec
— Dz — jest wsrod dzieci dziewczynka
m Zatem Ch={DC,CD,CC},Dz={DD,DC.CD}; P(Ch)=P(Dz)=3/4

® Teraz P(Ch|Dz)=P(ChnDz)/P(Dz)=P({CD,DC})/P(Dz) =
(1/2)/(3/4) = 2/3



"
Przyktad — dwodjka dzieci —
wersja 2

® Tym razem dialog urywa sie wczesniej:
— Co u ciebie stychac?
— Ozenitem sie, mam dwojke dzieci.
— A masz coreczke?
— Mam

B Nastepnego dnia kolega dzwoni do taty na domowy
telefon i stuchawke podnosi dziewczynka. Prosi
tatusia, a ten ze zdziwieniem wystuchuje, ze
pewnie ma tez synka. Okazuje sie jednak, ze
drugim dzieckiem jest tez coreczka.



"
Przyktad — dwodjka dzieci —
wersja 2

B Przestrzen zdarzen elementarnych: tym razem kolejne litery
oznaczajg: pierwsze dziecko, drugie dziecko, kto odebrat
telefon.

— DDD 1/4
- DDC O

— DCD 1/8
— DCC 1/8
— CDD 1/8
— CDC 1/8
- CCD O

- CCC 1/4



"
Przyktad — dwodjka dzieci —
wersja 2

B Teraz
— Ch={DCD,DCC,CDD,CDC,CCD,CCC}; P(Ch)=3/4
— (T=Dz) = {DDD,DCD,CDD,CCD}; P(T=Dz)=1/2
— Chn(T=Dz)={DCD,CDD,CCD};
P(Chn(T=Dz))=1/4
— P(Ch|(T=Dz)) = (1/4)/(1/2)=1/2



"
Przyktad — dwodjka dzieci —
wersja 2

B \Widac, jak bardzo uwaznie trzeba konstruowac model
probabilistyczny. Tutaj koncowe prawdopodobienstwo
zalezy od sposobu pozyskania informacji o ptci jednego z
dzieci.

B Gdyby kolega jako$ dowiedziat sie, ze dziewczynka jest
starsze z dzieci, to rzecz jasna w wersji 1 natychmiast
prawdopodobienstwo tego, ze drugim jest chtopiec
spada do 1/2



Paradoks dwoch puszek

® Nasz bardzo bliski przyjaciel gra z nami w takg gre. Bierze
dwie identyczne puszki, udaje sie do sgsiedniego pokoju i
tam rzuca monetg tak dtugo, az wypadnie orzet. W
zaleznosci od tego, ile wykonat rzutow, wktada do puszek
rozne ilosci pieniedzy. Doktadniej: przy n rzutach do jednej z
puszek wktada 3", a do drugiej 3" zt.

Nastepnie stawia przed nami te dwie puszki, pozwala
otworzycC jedng z nich, przeliczyC pienigdze i zachowac je
lub zdecydowac sie na wziecie pieniedzy z drugie] puszki,
ale bez mozliwosci wycofania sie z tej decyzji. Jaka
strategie powinnismy przyjac?



Paradoks dwoch puszek

B Jasne, ze jesli w otworzonej puszce widzimy ztotowke (tak
sie stanie, jesli przyjaciel od razu trafi orta a my akurat
wybierzemy na chybit-trafit te ,gorszg” puszke), to rzecz
jasna powinnismy zdecydowac sie na te drugg, w ktorej na
pewno sg 3 zt.

B Co jednak, jesli widzimy jakgs wiekszg sume?



Paradoks dwoch puszek

B 7/ jakim prawdopodobienstwem dostajemy pary puszek?

® P(O) =1/2 (1, 3)
RO P(RO)=1/4 (3, 9)
RRO P(RRO)=1/8 (9, 27)

RR..RO P(RR..RO)=1/2" (3™, 3")

n rzutow n rzutow

B To jest znany rozktad geometryczny



Paradoks dwoch puszek

B Zauwazmy, ze jesli widzimy 3" zt w pierwszej puszce i n>0,
to mozliwe sg tylko dwie sumy w drugiej: 3"" i 3"

B Ta pierwsza wartosc jest dwukrotnie bardzie;
prawdopodobna, niz druga.

B Jesli zdecydujemy sie na pozostanie przy pierwszej puszce,
to sSrednio wygramy 3" zt.

B Jesli jednak zdecydujemy sie na drugg puszke, to
bedzie to Srednio (2/3) 3™ + (1/3) 3™ zl, a to jest
wiecej niz 3" zt.



Paradoks dwoch puszek

B \Wniosek: Zawsze sie optaca zmienic decyzje!
B Ale od ktérego momentu?

B Przeciez na samym poczagtku nie ma znaczenia, ktorg
puszke zaczniemy otwieracC. Sg identyczne.

B Otwieramy,... caly czas jest obojetne az do momentu, w
ktorym juz widzimy, ile jest w nigj ztotych. W tym momencie
(ale dopiero w tym!) optaca sie wzigC drugg puszke!

B Absurd!

B A gdybysmy od razu wybrai te drugg puszke, to tez by sie
nam optacato zmieni¢ decyzje?

B/ powyzszego rozumowania wynika ze tak, ale dopiero, jak
przeliczymy w niej kase.



"
Wracamy do wyszukiwania
binarnego

B Jest to tak wazny algorytm, ze kazde jego ulepszenie moze
byC istotne.

B Zaktadamy, ze tablica A jest posortowana niemalejgco.

B Powiedzmy, ze interesuje nas jakikolwiek indeks elementu x
w posortowanej tablicy lub informacja, ze x nie ma w tablicy.

B Moze sie zdarzyc, ze takich elementow jest wiecej, wtedy
algorytm wyszukiwania binarnego od pewnego momentu
bedzie rozwazat przedziat, w ktoym sg same x, a mogtby
przerwac petle wczesniej.

B Do tego jednak trzeba dodatkowego porownania: czy A[s]
jest rowne x. .



"
Wersja z dodatkowym
porownaniem

int szukajx (int A[], i1nt n int x)
{ 1nt 1,p,s;
1=0; p=n-1; s=(1+p)/2;
while (1<p && A[s] !'=x)

{1f (x>A[s]) 1l=s+1;

else p=s;

s=(1+p)/2);

}

1f (A[s]==x) return s;
else return -1; // nie ma X

}



Pytanie: czy sie optaca?

B Ogolnie zalezy:

— jesli jest duzo wartosci X, to tak, w szczegolnosci jesli
jest ich wiecej niz n/2, to w ogole nie wejdziemy do
petli.

— jesli x nie ma w tablicy, to sie nie optaca — i tak
musimy zejsSC do przedziatu jednoelementowego |

tylko niepotrzebnie bedziemy robili dodatkowe
sprawdzenie.



A jesli jest doktadnie jeden x?

B To warto taki przypadek wzigC pod lupe, szczegolnie, ze
jest bardzo typowy.

® Dla uproszczenia przyjmijmy, ze n=2*-1. W razie czego
mozemy (chocCby wirtualnie) uzupetnic tablice
nieskonczonosciami do najblizszej takiej wartosci. Nie jest
to szczegdblnie bolesne ograniczenie:
— PO pierwsze po pierwszym strzale mamy na pewno
co najwyzej tyle elementow niz oryginalnie. W
obliczeniach. Pomylimy sie nie wiecej niz o 1.
— testy pokazujg ze wyniki sie usrednig do uzyskanych
dla tych wtasnie szczegolnych wartosci.



"
Przypadek pierwszego
algorytmu

® Tu nie ma duzego problemu: koszt bedzie rowny k, czyli
sufit zlog,n;  za kazdym razem diugosc przedziatu spada

0 potowe.



Przypadek drugiego algorytmu

B Zatdbzmy, ze nic nie wiemy o potozeniu X. Innymi stowy
zaktadamy, ze z rownym prawdopodobienstwem moze
wystapiC na kazdej pozyciji.

® \W zwigzku z tym obliczmy, ile obrotow petli wykonamy, gdy
X jest na pierwszej od lewej pozyciji, na drugiej, ..., na n-tej.
Wysumujmy te wartosci | podzielmy przez n. To bedzie
srednia liczba obrotow petli — wartoS¢ oczekiwana zmiennej
losowej, ktora jest rowna witasnie liczbie obrotow petli.



Przypadek drugiego algorytmu

B Mozemy mieC szczescie i trafiC x za pierwszym razem.
Bedzie tak jednak tylko w jednym przypadku na n: gdy x jest
w potowie tablicy. Wykonamy wtedy jedno sprawdzenie
warunku.

® Jesli nie trafimy za pierwszym razem w X, to za drugim
razem trafimy w dwoch przypadkach: kiedy x jest doktadnie
w potowie lewego segmentu lub w potowie prawego
segmentu. Mamy zatem dwie pozycje dla x skutkujgce
dwoma sprawdzeniami warunku.

B Jesli nie trafimy ani za pierwszym ani za drugim razem, to
mamy 4 pozycje (w potowach ¢wiartek), ktore nam dadza
trzy sprawdzenia warunku.



Przypadek drugiego algorytmu

Dla n=7 mamy jeden element z jednym sprawdzeniem warunku,

dwa z dwoma i cztery z trzema.

Ogolnie mamy 2" elementéw z i sprawdzeniami warunku



Przypadek drugiego algorytmu

m Zatem z prawdopodobienstwem 2"'/n wykonamy i
sprawdzen warunku.

B Pozostaje zatem obliczy¢ sume

> _<i2"n = (1/n) Z_Xi2"
B Skupmy sie na sumie

Zi=1k i2i-1



" A
zi=1k i2i-1

Utrudnijmy sobie najpierw zadanie i zdefiniujmy dla
dowolnego rzeczywistego x funkcje f(x) = Z_* ix"

Chodzi nam o wyznaczenie wartosci f(2). Zatem:
f(x) = Z_ X" = Z_ 0 (X)) = (2 X) = (x)(x-1)) =

= ((K+1)X*1)(x-1)-x""+x)/(x-1)?
Wyglada nie najlepiej, ale dla x=2 sama przyjemnosc:
f(2) = (k+1)2%-1-2"4+2 = (k-1)2"+1



Pora na koncowe wnioski

Zatem porownujemy dwie wartosci:

— Z pierwszego algorytmu Kk,
— z drugiego ((k-1)2"+1)/n

— Ale ta druga wartos¢, to ((k-1)2%+1)/(2k-1)>
((k-1)24)/(24)=k-1

Zyskalismy zatem srednio niecate jedno sprawdzenie
warunku. Optaca sie?



Algorytmy probabilistyczne

B To algorytmy, w ktoych uzywamy generatora liczb
losowych.

B 53 dwa gtowne typy:
— algorytmy Las Vegas
— algorytmy Monte Carlo



Algorytmy Las Vegas

B Algorytmy, w ktorych dziatamy ,do skutku™ i od losowania
zalezy ztozonosc¢ obliczeniowa. Mamy zatem stuprocentowg
pewnosc otrzymania odpowiedniego wyniku

B Przyktad: szukamy jakiejs wartosci w nieuporzgdkowanej
tablicy, wiedzac, ze wypetnia jg w ponad potowie. Losujemy
kolejne indeksy (zeby nie iSC np. od lewej).



Algorytmy Monte Carlo

B Algorytmy, w ktorych dziatamy przez pewng skonczong i
zazwyczaj z gory okreslong liczbe krokow.
® Nie gwarantujg one poprawnosci wyniku, jednak

prawdopodobienstwo pomytki mozna zazwyczaj ograniczyc¢
przez dowolnie matg stats.

B Przyktad: test pierwszosci: algorytm Rabina-Millera



Algorytm Millera-Rabina

B Jest to algorytm, ktorego zasadniczg idee wymyslit Miller,
jednak jej poprawnosc zalezy od tego, czy jest prawdziwa
hipoteza Riemanna o funkcji zeta.

® Rabin ulosowit go otrzymujgc poprawny algorytm, jednak
nie dajgcy odpowiedzi ze stuprocentowg pewnoscig. Mamy
zatem dowolnie matg, ale niepewnosc co do prawdziwosci
odpowiedzi.



Algorytm Millera-Rabina

B Dane do algorytmu: liczba n, o ktorej chcemy stwierdzic, czy
jest pierwsza oraz parametr k, bedacy liczbg naturalng,
ktory precyzuje doktadnosc¢ z jakg chcemy zna¢ odpowiedz
— mozemy w ten sposob wptywac na prawdopodobienstwo
btedu.

B \Wynik:

— Odpowiedz NIE — wtedy wiemy na 100%, ze liczba
jest ztozona lub

— Odpowiedz TAK — wtedy wiemy z
prawdopodobienstwem 1-1/4%, ze ta liczba jest
pierwsza.



Algorytm Millera-Rabina

B Kolejne kroki:
— Wyznaczamy najwiekszg potege dwojki s taka, ze
2°<n;
— obliczamy nieparzyste d=n/2°,
— losujemy liczbe a z przedziatu 1,...,n-1
« Jesli ~(a® =1 (mod n)) oraz dla kazdego
r=0,1,2,...,s-1 mamy ~(a*? =(-1) (mod n)), to
a jest ztozona

* W przeciwnym razie szansa na pierwszosc¢ wzrasta
| powtarzamy ten krok az osiggniemy albo dowaod
ztozonosci albo liczbe krokow k. Po k krokach
negatywnych stwierdzamy, ze n jest
prawdopodobnie pierwsza.



Twierdzenie 1

® Jeslin jest liczbg pierwszg, zas a jest mniejsze od n. Niech
tym razem d=(n-1)/2°, gdzie d jest nieparzyste. Wowczas
— albo a® =1 (mod n)
— albo istnieje r=0,1,...,s-1 takie ze a*® = (-1) (mod n)

B | iczbe a, ktora nie spetnia powyzszych warunkow nazywa
sie Swiadkiem ztozonosci n.



Twierdzenie 2

® Jesli n>3 jest nieparzystg liczbg ztozong, to w zbiorze
1,2,...n-1 jest co najwyzej (n-1)/4 liczb niebedgcych
sSwiadkami jej ztozonosci.

B Zatem kazde kolejne wykonanie testu, zwigzane z

losowaniem a, zwieksza prawdopodobienstwo pierwszosci
czterokrotnie.



"
Rozwigzanie paradoksu dwoch
puszek

Polecam moje dwa artykuty z Delty:

B http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/
rachunek prawdopodobienstwa/2014/08/26/
Tak bardzo oczekiwana_ wartosc/

B http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/
rachunek prawdopodobienstwa/2014/10/30/
Wartosc nieoczekiwana/
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