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Algorytmy grafowe - podstawy

MM Krzysztot Diks



Grafem (skoriczonym) nazywamy kazdg pare zbioréw (V,E), w ktorej V to skonczony zbidér elementow
zwanych wierzchotkami grafu, natomiast E jest podzbiorem zbioru wszystkich par réznych wierzchotkéw.

Elementy zbioru E nazywamy krawedziami grafu. W przypadku, gdy pary sg nieuporzagdkowane
mowimy o grafie nieskierowanym.

W przypadku, gdy kolejnos¢ wierzchotkdw w parze jest istotna méwimy o grafie skierowanym



e e
graf nieskierowany graf skierowany
V={a, bcdefgh} V={a,bcdefgh}
E ={{b,f}, {a,c}, {a,d}, {a,f}, {g,c}, {g,f}, {d,g}, {e,h}} E ={(b,f), (a,c), (a,d), (f,a), (c,g), (g,f), (g,d),

(e,h), (h,e)}



Reprezentacja macierzowa grafu — macierz (czasami specjalizowana) sasiedztwa

G = (V,E) — graf nieskierowany

IV =n,V={1, 2, .., n}

E — zbiér dwuelementowych podzbiorow V
|[E| =m, 0 < m < n(n-1)/2

Oznaczenie: dla {u,v} € E, piszemy u—v

A —macierznxn

Alu,v] = {

0
1

u—vegE
u—veeE

G = (V,E) — graf skierowany

IV =n,V=A{1,2,..,n}

E — zbiér dwuelementowych uporzagdkowanych
par roznych elementéow z V

|[E| =m, 0<m < n(n-1)

Oznaczenie: dla (u,v) € E, piszemy u—v

A —macierznxn

0O u—-vVveE

A[u,v]={1 u—VvEeE

Rozmiar reprezentac;ji grafu — ©(n?)
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Przyktad zastosowania macierzy sgsiedztwa — problem najlzejszych sciezek pomiedzy wszystkimi
parami wierzchotkéw

Dane
G = (V,E) — graf skierowany, w: E — Z* (dodatnie liczby catkowite)

Wynik
WI[1..n,1..n] — macierz wag najlzejszych Sciezek pomiedzy wierzchotkami;
jesli w grafie nie ma sciezki zi do j to W[i,j] = +o°

Poniewaz rozmiar wyniku jest kwadratowy w rozwigzaniu zatozymy, ze graf jest zadany przez
zmodyfikowang macierz sgsiedztwa A[1..n,1..n] zdefiniowang jak nastepuje:

0 i=j
Alijl={w( - ) i—>jekE
+oo  i#ji-oj¢E



Algorytm Floyda-Warshalla, 1962

My message to the serious programmer is
this: spend a part of your working day
examining and refining your own
methods. Even though programmers are
always struggling to meet some future or

past deadline, methodological abstraction
is a wise long term investment.

- R&(r(’/zf ). ‘77/9-1/(/ —

AZ QUOTES

1936 - 2001

1935 - 2006

(https://en.wikipedia.org/wiki/Stephen_Warshall)



Idea:

WK[i,j] = waga najlzejszej $ciezki z i do j, na ktorej kazdy wewnetrzny wierzchotek (poza i oraz j) jest
nie wiekszy od k

Zauwazmy, ze WOYi,j] = A[i,j].
WK —) WK

WHKi,j] = MIN(W*2[i k] + WRTk,j1, WeLi,j])

WHAij]




Algorytm Floyda-Warshalla — wprost z wczesniejszych rozwazan

WO := A;
forke|[1, 2, ...,n] do
fori€[1, 2, ..,n]do
forje|[1, 2, ..n]do
WHXi,j] = MIN(W*[i,k] + We[k,j], Wi, j]);

Naturalna poprawka oszczedzajgca pamiec

return W";

W :=A;
Czas — O(n3) forke[1, 2, ...,n] do
Pamiec¢ - O(n3) forie[1,2,..,n]do

forje]l, 2, ..,n]do
WTIi,j] = MIN(W[i,k] + WTk,j], W[i,j]);

return W;

Czas — O(n3)
Pamiec - ©(n?)
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Reprezentacja listowa grafu (czasami specjalizowana) — listy sgsiedztwa

graf nieskierowany graf skierowany

L[1..n] — tablica list sgsiadow wierzchotkow L+[1..n], L'[1..n]— tablice list sgsiadow
wierzchotkéw
L[u] — lista sgsiadéw wierzchotka u;
L+[u] — lista sgsiaddéw wierzchotka u, do
w przypadku grafu wazonego z kazdym ktdrych prowadza krawedzie o poczatku
wierzchotkiem v € L[u] pamietamy wage w wierzchotku u
w(v) - wage krawedziu — v
L-[u] — lista sgsiadéw wierzchotka u, od
ktérych prowadza krawedzie o koncu
w wierzchotku u

rozmiar reprezentacji — ©(n+m); czas inicjacji - ©(n+m)



Jedna z metod stosowanych w projektowaniu wydajnych algorytmow grafowych polega

na scisle okreslonym przeszukiwaniu grafu w celu zdobycia informacji o grafie, niezbednej

do rozwigzania zadanego problemu.

Przeszukiwanie graféw to wedréwka po jego wierzchotkach i krawedziach.

Dopdki nie powiemy inaczej bedziemy rozwazali grafy nieskierowane.

Niech G = (V,E) bedzie grafem nieskierowanym o n wierzchotkach i m krawedziach.

Bez straty ogélnosci zaktadamy, ze V =11, 2, ..., n}.

Graf G reprezentujemy przez listy sgsiedztwa L[1..n], gdzie L[u] to lista sgsiadow wierzchotka u.

Jesli v jest na liscie L[u], to Prev(v), Next(v) oznaczajg odpowiednio poprzednika i nastepnika v na tej liscie.

Rozmiar reprezentacji: rozmiar tablicy plus suma dfugosci list sgsiedztwa = n + 2m.

Wiadomo, ze 0 < m < n(n-1)/2.



Przyktad

L[3] =[10,1,2,5,14,11]

Deg(u) — stopien wierzchotka u, czyli liczba sgsiadow u w grafie

Deg(3) =6

Deg(7) = 0, o wierzchotku 7 méwimy, ze jest wierzchotkiem izolowanym

Spdjne sktadowe

13



Abstrakcyjne przeszukiwanie grafu

visited[1..n] — tablica logiczna informujaca, czy wierzchotek byt juz widziany podczas przeszukiwania

Search(G)::
begin
S :=@; {zbior wierzchotkow, ktdre zostaty juz zobaczone, ale nie obejrzelismy jeszcze w catosci ich sqgsiedztw}
foru € [1, ...,n] do begin
visited[u] := FALSE;
Curent[u] := L[u]; {przeglgdamy po kolei sgsiaddw u, Current[u] to pierwszy nie obejrzany wierzchotek na liscie L[u]}
end;

foru€|l, ..,n]do - . .
Jesli operacje na zbiorze S sg wykonywane w

begin
if Not visited[u] then czasie statym, to czas przeszukiwania wynosi
begin O(n+m).
visited[u] := TRUE; S :=S U {u};
repeat

v := (dowolny) wierzchotek z S;

if Current[v] = NULL then S := S\ {v}; {przeszliSmy po wszystkich krawedziach wychodzqcych z v}

else

begin
w := Current[v]; Current[v] := Next(Current[v]);
if Not visited[w] then begin visited[w] := TRUE; S :=S U {w} end;

untilS=0
end
end: 14



Przyktad

Zielona numeracja to numeracja w kolejnosci odwiedzania wierzchotkdw po raz pierwszy —
numeracja przeszukiwania. Zielona krawedz wskazuje pierwsze odwiedziny wierzchotka —
zawsze prowadzi od wierzchotka odwiedzonego wczesniej (z mniejszym numerem).

Dla uproszczenia w przyktadach przyjmujemy, ze listy sgsiedztwa sg uporzagdkowane rosngco.

Graf rozpiety na zielonych
krawedziach jest lasem.
Drzewa w lesie mozna
traktowac jak drzewa
ukorzenione, z korzeniem

w najmniejszym wierzchotku.
W takim drzewie zielone
krawedzie prowadzg zawsze
od rodzica do dziecka.

2
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Spadjne sktadowe w czasie O(n+m)

Dane
G=(V,E) — graf n-wierzchotkowy
Wynik
funkcja C: V =V taka, ze C[u] = C[v] wtedy i tylko wtedy, gdy u i v s3 w tej samej spdjne sktadowej
SearchCC(G)::
begin
S :=0Q;

foru €[1, ...,n] do begin C[u] := 0; Current[u] := L[u] end;
{C[u]= 0 oznacza, ze wierzchoftek nie zostat jeszcze odwiedzony}

forue(l, ..,n]do

begin
if C[u] =0 then
begin
Clu]l :=u; S:=S U {u};
repeat {Identyfikatorem spdjnej sktadowej jest
v := (dowolny) wierzchotek z S; najmniejszy sposrod jej wierzchotkow.}
if Current[v] = NULL then S := S\ {v}; {przeszlismy po wszystkich krawedziach wychodzgcych z v}
else
begin
w := Current[v]; Current[v] := Next(Current[v]);
if C[w] = 0 then begin C[w] :=u; S:=S U {w} end
end
untilS=0
end

end;



Najkrotsze sciezki w czasie O(n+m)

Dane

G = (V,E) — graf spdjny, n=|V]|

s — wyrozniony wierzchotek w G

Wynik

D[1..n] —tablica, w ktdorej D[u] dtugos¢ najkrotszej sciezki z wierzchotka s do wierzchotka u mierzona liczbg krawedzi
Metoda

przeszukiwanie grafu, w ktdrym zbidr S implementujemy jako kolejke FIFO (First In First Out)

jest to tzw. przeszukiwanie wszerz (ang. BFS — Breadth First Search)

ShortestPathsBFS(G)::
begin
S:={s};
foru € [1, ..,n]do D[u] :=-1; D[s] :=0; {D[u] = -1 oznacza, ze wierzchotek u nie byt jeszcze odwiedzony}
while S # @ do
begin
v := Front(S); Pop(S); w := Front(L[v]);
while w # NULL do
begin
if (D[w] =-1) then begin D[w] := D[v] + 1; Inject(S,w) end
w := Next(w) {nastepny wierzchotek na liscie L[v]}
end
end
end;



Przyktad

graf spojny, listy sgsiedztwa uporzgdkowane rosngco
s=1

numeracja w porzadku BFS — kolor zielony

odlegtosci od s — kolor czerwony

drzewo rozpiete na zielonych krawedziach — drzewo
przeszukiwania wszerz (drzewo najkrotszych sciezek)

18



Przeszukiwanie grafu w gtab (ang. Depth First Search — DFS)

W tym przypadku zbior S implementujemy jako stos.

Stos pojawia sie niejawnie, poniewaz przeszukiwanie grafu dokonujemy z pomocg rekurencyjne;j
procedury DFS(u) — procedure wywotujmy, gdy u jest nowo odkrytym wierzchotkiem, kolejnym,

ktoremu nalezy nada¢ numer.

Podczas przeszukiwania wierzchotki grafu bedziemy numerowali liczbami naturalnymi 1, 2, ...
w kolejnosci pierwszych odwiedzin — numeracja dfs zapisywana jest w tablicy dfs_nr[1..n].

Wierzchotek, ktéremu zostanie nadany numer uwaza sie za zobaczony (odkryty).
Tablice dfs_nr inicjujemy zerami — zero oznacza, ze wierzchotek nie byt jeszcze widziany.
W przeszukiwaniu uzyjemy zmiennej globalnej last_nr, ktérej wartoscig jest ostatni nadany numer.

Inicjalnie last_nr = 0.



DFS(u)::

begin
last_nr:=last_nr+1;
dfs_nr[u] :=last_nr;
v := Front(L[u]);
while v # NULL do begin

if dfs_nr[v] = 0 then {wierzchofek nie byt jeszcze widziany}

DVS(v);
v := Next(v);
end
end;

Przyktad adaptacji przeszukiwania w gtab do rozwigzania problemu spdéjnych sktadowych
cc_id —zmienna globalna, identyfikator aktualnie odwiedzanej spdjnej sktadowej
C[1..n] —tablica identyfikatorow sktadowych, do ktérych nalezg wierzchotki, C[u] = 0 oznacza, ze u

nie byt odwiedzony

DFS_CC(u)::
begin
Clu] :=cc_id; v := Front(L[u]);
while v # NULL do begin
if C[v] = 0 then DFS_CC(v);
v :- Next(v)
end
end;

Inicjacja
foru€[l, ..,nN]do C[u] :=0

foru €[1, ...,n] do
if C[u] = 0 then begin cc_id := u; DFS_CC(u) end;

20



Przyktad przeszukiwania w gtab
- listy sgsiedztwa uporzgdkowane rosngco (na potrzeby przyktadu)
- pierwsze wywotanie DFS(1)

- numeracja DFS — kolor zielony

- drzewo zielone — drzewo DFS (przeszukiwania w gtab)
- wierzchotek 1 — korzen drzewa

poddrzewo o korzeniu w 3

11

. krawedz drzewowa
krawedz niedrzewowa

21



Wiasnosci przeszukiwania w gtab

krawedz niedrzewowa fgczy zawsze potomka z przodkiem w

w drzewie przeszukiwania w gigb

numer dfs wierzchotka jest zawsze wiekszy od numeru dfs jego poddrzewo o korzeniu w 3
wtasciwego przodka

jesli poddrzewo o korzeniu v zawiera d[v] wierzchotkow, to
wierzchotki tego poddrzewa sg ponumerowane kolejnymi numerami
dfs_nr[v], dfs_nr[v]+1, ..., dfs_nr[v]+d[v]-1 w porzadku 1
prefiksowym (,,preorder” — najpierw korzen, potem
jego poddrzewa)

11

. krawedz drzewowa
krawedz niedrzewowa

22



Dwuspdjne sktadowe

Wierzchotek v w grafie G nazywamy rozdzielajgcym (punktem artykulacji) wtedy i tylko wtedy, gdy
jego usuniecie z G (wraz z incydentnymi z nim krawedziami) zwieksza liczbe spdjnych sktadowych w G.

Podobnie, mostem w grafie G nazywamy krawedz, ktérej usuniecie zwieksza liczbe spdjnych sktadowych grafu.

Powiem, ze spdjny graf G jest grafem dwuspdjnym wierzchotkowo (krawedziowo) wtedy i tylko wtedy, gdy
nie zawiera wierzchotkéw rozdzielajgcych (mostow).

Uwaga: jesli nie powiemy inaczej, mowigc graf dwuspdjny bedziemy mieli zawsze na mysli graf
dwuspojny wierzchotkowo.

Dwuspdjng sktadowg grafu G nazywamy kazdy jego maksymalny podgraf (z maksymalng mozliwg liczba
wierzchotkéw i krawedzi).



A, B, C, D — cztery dwuspdjne sktadowe

wierzchotek rozdzielajgcy nalezy do
co najmniej dwoch dwuspdjnych sktadowych

kazda krawedz nalezy do doktadnie
Jednej dwuspdjnej sktadowej

most

24



Problem dwuspodjnych sktadowych

Dane

G = (V,E) — graf spdjny zadany przez listy sgsiedztwa

Wynik

podziat zbioru krawedzi na maksymalne podzbiory odpowiadajgce dwuspdjnym sktadowym

tatwiejszy problem — dwuspodjnosc grafu
Dane
G = (V,E) — graf spdjny zadany przez listy sgsiedztwa

Wynik
Informacja, czy graf sktada sie z 1, czy z wiekszej liczby dwuspodjnych sktadowych

Uwaga: problem dwuspdjnosci tatwo rozwigzac¢ w czasie O(nm), testujgc spdjnosé grafu po
usunieciu kazdego wierzchotka

CEL — czas O(n+m) !1!

25



Dwuspdjnos¢ grafu w czasie O(n+m)

Zatozmy, ze przeszukalismy graf w gigb i znane jest drzewo przeszukiwania.

Spostrzezenia
1. korzen drzewa DFS jest wierzchotkiem rozdzielajgcym
wtedy i tylko, gdy ma co najmniej dwodjke dzieci

w tym drzewie 9

2. wierzchotek v rézny od korzenia jest rozdzielajacy
wtedy i tylko wtedy, gdy posiada dziecko u
takie, ze kazda krawedz niedrzewowa o jednym
z koncow w poddrzewie o korzeniu u 11
ma drugi koniec w poddrzewie
o korzeniu w wierzchotku v

12
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1. korzen drzewa DFS jest wierzchotkiem rozdzielajgcym wtedy i tylko, gdy ma co najmniej dwdjke dzieci
w tym drzewie

= =
- korzer ma tylko jedno dziecko w drzewie - korzen drzewa ma co najmniej dwojke dzieci
wyszukiwania w gtab w drzewie wyszukiwania w gigb
- wszystkie wierzchotki grafu poza a sg w poddrzewie - krawedzie nie drzewowe tacza tylko potomkow
o korzeniuw b z przodkami (nie ma krawedzi poprzecznych)
- zatem usuniecie a nie rozspéijnia grafu - z b do c mozna przejsc tylko przez a, zatem usuniecie

a rozspojnia graf

27



2. wierzchotek v rézny od korzenia jest rozdzielajacy wtedy i tylko wtedy, gdy posiada dziecko u takie, ze kazda krawedz
niedrzewowa o jednym z koncéw w poddrzewie o korzeniu u ma drugi koniec w poddrzewie o korzeniu w
wierzchotku v

= /. korzen

- jezeli wierzchotek v jest rozdzielajacy, to posiada
dziecko u takie, ze kazda Sciezka z u do korzenia
drzewa prowadzi przez v

- poniewaz kazda krawedz niedrzewowa tgczy
potomka z przodkiem, to jesli jeden z koncéw
jest w poddrzewie u, drugi koniec moze ,siegac
co najwyzej do” v

—

- poniewaz kazda krawedz niedrzewowa o jednym
z koncow w poddrzewie o korzeniu u prowadzi
co najwyzej do v, to kazda sciezka z u do korzenia musi
prowadzic¢ przez v, zatem v jest rozdzielajacy

28



To czy korzen drzewa ma co najmniej dwojke dzieci fatwo zweryfikowac.

W jaki sposéb sprawdzi¢ warunek 27?

/‘ korzen

Definiujemy
low[u] = Min({dfs_nr[u]} U {dfs_nr[x]: istnieje krawedz niedrzewowa x—y taka, ze
y jest w poddrzewie o korzeniu u})

Innymi stowy low[u] mowi jak ,wysoko” mozna uciec z poddrzewa o korzeniu u idgc
w doéf drzewa krawedziami drzewowymi i na koncu skaczgc
w gore po krawedzi niedrzewowe;j.

Warunek 2 na nowo

Wierzchotek v rézny od korzenia jest rozdzielajgcy wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
dziecko u takie, ze low[u] 2 dfs_nr[v].

Przydatna rekurencyjna definicja low:
low[u] = Min({dfs_nr[u]} U
{dfs_nr[x]: istnieje krawedz niedrzewowa x—u} U
{low[w]: w jest dzieckiem u w drzewie przeszukiwania w gtgb})

29



Przyktad

- nha czerwono wartosci low

30



Algorytm obliczania liczby dwuspdjnych sktadowych w grafie spéjnym

BC_nr —zmienna globalna, na ktdrej liczymy liczbe dwuspdjnych sktadowych
Children — zmienna globalna, na ktdrej liczymy liczbe dzieci korzenia
ponadto zmienne globalne last_nr, dfs_nr[1..n], low[1..n]

DFS_BicNr(v,f):: {f—rodzic v w drzewie przeszukiwania w gtgb; dla korzenia f = 0}

begin
last_nr:=last_nr+ 1; dfs_nr[v] := last_nr; low[v] :=last_nr;
u := Front(L[v]);
while u # NULL do begin
if dfs_nr[u] =0 then
begin {wchodzimy do poddrzewa o korzeniu u}
DFS_BicNr(u,v);
if v = korzen then Children := Children + 1
else
if low[u] > dfs_nr[v] then BC_nr :=BC_nr + 1;
else low][v] := Min(low[v],low[u])
end
else
if u # f then low[v] := Min(low[v],dfs_nr[u]);
u := Next(u)
end
end;

Gtowny program:

begin
BC nr:=0; last_nr :=0; korzen :=1;
Children :=0;
forv e ([l,..n]dodfs _nr[v]:=0;
DFS_BicNr(1,0);
BC _nr :=BC_nr + Children

end;
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Struktura dwuspojnych sktadowych

- przypomina drzewo

- czerwona kropa, to korzen drzewa przeszukiwania w gtgb
- zielone kropy to wierzchotki rozdzielajace

- sktadowe B, C, H, I, J, K to ,liscie”

Wazne spostrzezenie:

- podczas przeszukiwania w gfab, jesli wejdziemy do
liscia-dwuspodjnej sktadowej, to przed
jego opuszczeniem ,przejrzane” zostang wszystkie krawedzie
tej dwuspdjnej sktadowej

- pierwszg krawedzig przegladana jest zawsze krawedz drzewowa,
ktorg wchodzimy z wierzchotka rozdzielajgcego w gtab tej sktadowe;j

- jesli odktadamy krawedzie grafu na stos w kolejnosci ich przegladania
(krawedz niedrzewowa jest najpierw odkrywana w potomku jej drugiego korca),
to po odkryciu wierzchotka rozdzielajgcego dla liscia w chwili wychodzenia
z odpowiadajgcej jej dwuspdjnej sktadowej, wszystkie krawedzie tej dwuspdjne;j
sktadowej znajdujg sie na stosie, a najgtebiej jest potozona
krawedz drzewowa prowadzgca w gtab sktadowej z wierzchotka rozdzielajgcego
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Algorytm obliczania dwuspdjnych sktadowych w grafie spojnym
Globalne: last_nr, dfs_nr[1..n], low[1..n], stos S (poczatkowo pusty)

DFS_BComp(v,f):: {f—rodzic v w drzewie przeszukiwania w gtqb; dla korzenia f = 0}

begin )
last_nr :=last_nr+ 1; dfs_nr[v] := last_nr; low[v] := last_nr; Gonvny program.
u := Front(L[v]); begin
while u # NULL do begin last_nr:=0;S :=06;
if dfs_nr[u] = 0 then forv €][1, ...,n] do dfs_nr[v] := 0;
begin {wchodzimy do poddrzewa o korzeniu u} DFS_BComp(1,0);
Push(S,v-u); DFS_BComp(u,v); end:
if low[u] 2 dfs_nr[v] then
begin {kolejna dwuspdjna sktadowa, v-u najgfebiej na stosie potoZzona krawedz z tej sktadowej}
output kolejna dwuspdjna skfadowa;
repeat x-y := Top(S); Pop(S); output x—y until x-y = v-u;
end
else low[v] := Min(low[v],low[u])
end _ »
else Ztozonosc: O(m)
begin
if u # f then
if dfs_nr[u] < dfs_nr[v] then begin low[v] := Min(low][v],dfs_nr[u]); Push(S, u-v) end
end;
u := Next(u)
end
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Przyktad

Oto zawartosci stosow po wykryciu dwuspdjne;j
sktadowej a przed wypisaniem jej krawedzi (listy
sgsiedztwa uporzgdkowane rosngco):

‘ 4
83 | 11-7

11 ]

8-2 11-3 9-12
5-8 11-1 9-6 9-6

12 8 !
5-3 10-11 9-1 9-1

2-5 7-10 4-9 4-9

3-2 3-7 6-4 6-4

1-3 1-3 1-6 1-6
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Problem silnie spojnych sktadowych

Niech G = (V,E) bedzie grafem skierowanym bez petli (krawedzi postaci v—v). Powiemy, ze graf G jest

silnie spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej uporzadkowanej pary wierzchotkdw (u,v) istnieje w G

Sciezka skierowana z u do v. Silnie spdjng sktadowg grafu G nazywamy kazdy jego maksymalny podgraf silnie spdjny.
Graf skierowany jest stabo spdjny, gdy jest spdjny po zamienieniu kazdej krawedzi skierowanej na krawedz
nieskierowana.

Trzy silnie sktadowe.
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Reprezentacja grafu skierowanego przez listy sgsiedztwa
L+, L-: tablice list Rozmiar reprezentacji — O(n+m)

L+[v]: lista wierzchotkdéw, do ktorych prowadza
krawedzie z wierzchotka v

L-[v]: lista wierzchotkdw, od ktérych prowadza
krawedzie do wierzchotka v

Przyktad

L+[j]: d, h, I, c
L-[j]: g
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Problem | — testowanie silnej spdjnosci
Dane

G=(V,E) — stabo spdjny graf skierowany

Wynik

odpowiedz na pytanie, czy G jest silnie spdjny
Algorytm

1.
2.

4.

wez dowolny wierzchotek s € V

wykonaj przeszukiwanie w gtagb (w przod) z wierzchotka s przechodzgc po krawedziach zgodnie z ich
orientacjg (wykorzystujac listy L+) i kolorujac wszystkie odwiedzone wierzchotki na biato

wykonaj przeszukiwanie w gfgb (w tyt) z wierzchotka s przechodzac po krawedziach przeciwnie

do ich orientacji (wykorzystujac listy L-) i kolorujgc wszystkie odwiedzone wierzchotki na czarno
jesli kazdy wierzchotek zostat pokolorowany dwoma kolorami graf jest silnie spdjny, w przeciwnym
graf nie jest grafem silnie spéjnym

Poprawnos¢

Poprawnos¢ wynika z faktu, ze graf jest silnie spojny wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego, ustalonego wierzchotka s
dojdziemy do kazdego innego wierzchotka oraz z kazdego wierzchotka dojdziemy do s, idgc po krawedziach

zgodnie z ich orientacjami.

Ztozonos¢é

O(n+m) - dwa przeszukiwania w gtab



Problem Il - silnie spdjne sktadowe

Dane

G=(V={1, 2, ...,n},E) — stabo spdjny graf skierowany zadany przez

listy sgsiedztwa L+[1..n], L-[1..n]
Wynik
tablica s[1..n] — funkcja s: V — V taka, ze s[u] = s[v] wtedy i tylko wtedy, gdy uiv
sg w tej samej silnie spdjnej sktadowej grafu G

Algorytm

1. przeszukaj graf w przod metodg w gtgb numerujac wierzchotki w kolejnosci odwiedzania
i obliczajgc dla kazdego wierzchotka rozmiar poddrzewa w lesie przeszukiwania w giab, o
o korzeniu w tym wierzchotku

2. przegladaj wierzchotki w kolejnosci odwiedzania w przdd (punkt 1) i jesli aktualnie ogladany
wierzchotek v nie zostat jeszcze przypisany do zadnej silnie spéjnej sktadowej (s[v] nie jest
jeszcze okreslone), uruchom przeszukiwanie w tyt (metoda w gtab) z wierzchotka v, oznaczajac
wszystkie wierzchotku osiggane z v i nalezace do poddrzewa w przdéd o korzeniu w tym wierzchotku,
jako nalezgce do silnie spdjnej sktadowej o etykiecie v



Przyktad dziatania algorytmu

numeracja czerwona — numeracja dfs w przéd

(listy sgsiedztwa uporzgdkowane alfabetycznie)

krawedzie czerwone — krawedzie lasu przeszukiwania w przéd

liczby fioletowe — rozmiary poddrzew

przeszukiwanie w tyt z wierzchotka o numerze dfs rownym 1

przeszukiwanie w tyt z wierzchotka o numerze dfs rownym 9

przeszukiwanie w tyt z wierzchotka o numerze dfs réwnym 10 2 11 5

Poprawnos¢ 3

e jesli w przeszukiwaniu w przéd wierzchotek
v jest odwiedzany jako pierwszy w swojej
silnie spdjnej sktadowej, to wszystkie wierzchoftki
z tej sktadowej znajdujg sie w poddrzewie drzewa
przeszukiwania o korzeniu v

Ztozonos¢

O(|VI] + [E])
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Wyktad opracowano miedzy innymi na podstawie:
* Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Wprowadzenie do algorytmoéw, PWN 2012

* Lech Banachowski, Krzysztof Diks, Wojciech Rytter, Algorytmy i struktury danych, PWN 2018
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